
数学Ⅲ 区分求積法 ① 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
くぶんきゅうせきほう か だい

１．区分求積法により，次の部分の面積を求めよ。
くぶんきゅうせきほう つぎ ぶ ぶ ん めんせき もと

Find the area of the following part using piecewise quadrature.

例題 y ＝ x2と x ＝ 0 , x＝ 1で囲まれた部分
れいだい かこ ぶ ぶ ん

[0 , 1]を n 等分して各区間の右端の 値 に対応する
とうぶん か く く か ん みぎはし あたい たいおう

y座標を高さとする n 個の長 方 形の面積の和 Snは
ざひょう たか こ ちょうほうけい めんせき わ

1 1 2 2 2 n－1 2 n 2
Sn＝ { ( )＋ )＋･･･＋ )＋ }n n ( n ( n ( n )

1
= { 12＋22 ＋32＋･･･＋ (n－1)2＋ n2 }n3

1 1
= { n (n＋1 ) (2 n＋1) }n3 6

1
求める部分の面積は lim Sn ＝
もと ぶ ぶ ん めんせき

n→∞ 3

問題 y ＝ x3と x ＝ 0 , x＝ 1で囲まれた部分
もんだい かこ ぶ ぶ ん

n { 1
※ Σ k3 ＝ n (n＋1) }2

k＝ 1 2

[0 , 1]を n 等分して各区間の右端の 値 に対応する
とうぶん か く く か ん みぎはし あたい たいおう

y座標を高さとする n 個の長 方 形の面積の和 Snは
ざひょう たか こ ちょうほうけい めんせき わ

２．次の極 限を求めよ。 Find the next limit value.
つぎ きょくげん もと

1 n
例題 lim Σ k
れいだい

n →∞ n2 k ＝ 1

1 n k
＝ lim Σ

n →∞ n k ＝1 n

1 x2 1 1
＝ ∫ x dx ＝ [ ] ＝

0 2 0 2

1 n
問題① lim Σ k4
もんだい

n →∞ n5 k＝ 1

1 n ( kπ
問題② lim Σ sin
もんだい

n →∞ n k＝ 1 n )

３．次の不等式を証 明せよ。 Prove the following inequality.
つぎ ふ と う し き しょうめい

1 1
例題① 区間 [ 0 , 1 ] において ≦ ≦ 1
れいだい く か ん

1 ＋ x2 1 ＋ x3

区間[ 0 , 1] では x2 ≧ x3 ≧0 より
く か ん

1＋ x2 ≧1＋ x3 ≧1

1 1
したがって ≦ ≦1 Q.E.D

1＋ x2 1＋ x3

ただし0＜ x ＜1 のとき，等号は成り立たない。
とうごう な た

π 1 dx
例題② ＜∫ ＜ 1
れいだい

4 0 1 ＋ x3

1 1
区間[ 0 , 1] において ≦ ≦1 より
く か ん

1＋ x2 1＋ x3

1 dx 1 dx 1

∫ ＜∫ ＜∫ dx
0 1＋ x2 0 1＋ x3 0

1 dx π 1

∫ ＝ , ∫ dx ＝1 であるから
0 1＋ x2 4 0

π 1 dx
＜∫ ＜1

4 0 1＋ x3

問題① x≧ 0 のとき
もん だい

1 1 1
≦ ≦(x ＋ 1)2 x2＋x＋1 x ＋ 1

1 1 dx
問題② ＜∫ ＜ log 2
もん だい

2 0 x2＋x＋1



数学Ⅲ 区分求積法 ② 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
くぶんきゅうせきほう か だい

１．区分求積法により，次の部分の面積を求めよ。
くぶんきゅうせきほう つぎ ぶ ぶ ん めんせき もと

Find the area of the following part using piecewise quadrature.

例題 y ＝ x2と x ＝ 0 , x＝ 2で囲まれた部分
れいだい かこ ぶ ぶ ん

[0 , 2]を n 等分して各区間の右端の 値 に対応する
とうぶん か く く か ん みぎはし あたい たいおう

y座標を高さとする n 個の長 方 形の面積の和 Snは
ざひょう たか こ ちょうほうけい めんせき わ

2 2 2 4 2 6 2 n 2
Sn＝ { ( )＋ )＋ )＋･･･＋ }n n ( n ( n ( n )

8
= { 12＋22 ＋32＋･･･＋ (n－1)2＋ n2 }n3

8 1
= { n (n＋1 ) (2 n＋1) }n3 6

8
求める部分の面積は lim Sn ＝
もと ぶ ぶ ん めんせき

n→∞ 3

問題 y ＝ xと x＝ 0 , x ＝ 3 で囲まれた部分
もんだい かこ ぶ ぶ ん

n 1
※ Σ k ＝ n (n＋1)

k＝ 1 2

[0 , 3]を n 等分して各区間の右端の 値 に対応する
とうぶん か く く か ん みぎはし あたい たいおう

y座標を高さとする n 個の長 方 形の面積の和 Snは
ざひょう たか こ ちょうほうけい めんせき わ

k
２．次の極 限を求めよ。 ※ ＝ x の式を作る

つぎ きょくげん もと しき つく

Find the next limit value. n

1 n
例題 lim Σ 2 k
れいだい

n →∞ n2 k ＝ 1

1 n 2 k
＝ lim Σ

n →∞ n k ＝1 n

1 1
＝ ∫ 2 x dx ＝ [ x2 ] ＝1

0 0

1 n
問題 lim Σ ( n ＋ k )もんだい

n →∞ n2 k＝ 1

３．次の不等式を証 明せよ。 Prove the following inequality.
つぎ ふ と う し き しょうめい

1 1
例題① x＞ 1 のとき ＜ ＜ 1
れいだい

(x ＋ 1)2 x2＋x＋1

x ＞1 のとき (x＋1)2－(x2＋x＋1)＝ x ＞0

(x2＋x＋1)－1＝ x2＋ x ＞0 より

(x ＋1)2 ＞ x2＋x＋1 ＞ 1

1 1
したがって ＜ ＜1 Q.E.D(x ＋1)2 x2＋x＋1

1 2 dx
例題② ＜∫ ＜ 1
れいだい

6 1 x2＋x＋1

1 1
x ＞1 のとき， ＜ ＜1 より(x ＋1)2 x2＋x＋1

2 dx 2 dx 2

∫ ＜∫ ＜∫ dx
1 (x＋1)2 1 x2＋x＋1 1

2 dx 1 2

∫ ＝ , ∫ dx ＝1 であるから
1 (x＋1)2 6 1

1 2 dx
＜∫ ＜1

6 1 x2＋x＋1

1 1 1
問題① x＞ 1 のとき ≦ ≦
もん だい

x2 x2－x＋1 x

1 2 dx
問題② ＜∫ ＜ log 2
もん だい

2 1 x2－x＋1



数学Ⅲ 区分求積法 ③ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
くぶんきゅうせきほう か だい

１．区分求積法により，次の部分の面積を求めよ。
くぶんきゅうせきほう つぎ ぶ ぶ ん めんせき もと

Find the area of the following part using piecewise quadrature.

例題 y ＝ x3と x ＝ 0 , x＝ 1で囲まれた部分
れいだい かこ ぶ ぶ ん

[0 , 1]を n 等分して各区間の右端の 値 に対応する
とうぶん か く く か ん みぎはし あたい たいおう

y座標を高さとする n 個の長 方 形の面積の和 Snは
ざひょう たか こ ちょうほうけい めんせき わ

1 1 3 2 3 n－1 3 n 3
Sn＝ { ( )＋ )＋･･･＋ )＋ }n n ( n ( n ( n )

1
= { 13＋23 ＋33＋･･･＋ (n－1)3＋ n3 }n4

1 1
= { n (n＋1 ) }2n4 2

1
求める部分の面積は lim Sn ＝
もと ぶ ぶ ん めんせき

n→∞ 4

問題 y ＝ x2と x ＝ 0 , x＝ 1で囲まれた部分
もんだい かこ ぶ ぶ ん

n 1
※ Σ k2 ＝ n (n＋1) ( 2 n＋1)

k＝ 1 6

[0 , 1]を n 等分して各区間の右端の 値 に対応する
とうぶん か く く か ん みぎはし あたい たいおう

y座標を高さとする n 個の長 方 形の面積の和 Snは
ざひょう たか こ ちょうほうけい めんせき わ

２．次の極 限を求めよ。
つぎ きょくげん もと

Find the next limit value.

1 n
例題 lim Σ Ök
れいだい

n →∞ n Ön k＝ 1

1 n k
＝ lim Σ Ö

n →∞ n k ＝1 n

1 2 x Öx 1 2
＝ ∫ Öx dx ＝ [ ] ＝

0 3 0 3

1 n ( kπ
問題 lim Σ cos
もんだい

n →∞ n k＝ 1 2 n )

３．次の不等式を証 明せよ。 Prove the following inequality.
つぎ ふ と う し き しょうめい

1 1
例題① x＞ 0 のとき ＜ ＜ 1
れいだい

(x ＋ 1)3 x3＋ 1

x ＞0 のとき (x＋1)3－(x3＋1)＝ 3 x3＋3 x ＞0

(x3＋1)－1＝ x3 ＞0 より

(x ＋1)3 ＞ x3＋1 ＞ 1

1 1
したがって ＜ ＜1 Q.E.D(x ＋1)3 x3＋1

3 1 dx
例題② ＜∫ ＜ 1
れいだい

8 0 x3＋ 1

1 1
x ＞1 のとき， ＜ ＜1 より(x ＋1)3 x3＋1

1 dx 1 dx 1

∫ ＜∫ ＜∫ dx
0 (x＋1)3 0 x3＋1 0

1 dx 8 2

∫ ＝ , ∫ dx ＝1 であるから
0 (x＋1)3 3 1

1 1 dx
＜∫ ＜1

6 0 x3＋1

問題① 0 ≦ x≦ 1 のとき
もん だい

1 1 1
≦ ≦

1 ＋ x 1＋Öx3 1 ＋ x2

1 dx π
問題② log 2 ＜∫ ＜
もん だい

0 1＋Öx3 4



数学Ⅲ 区分求積法(不等式) ① 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
くぶんきゅうせきほう ふ と う し き か だい

例題 n≧ 2 のとき，次の不等式を証 明せよ。
れいだい つぎ ふ と う し き しょうめい

Prove the following inequality
1 1 1 1 1
＋ ＋ ＋･･･＋ ＜ 1 －

22 32 42 n2 n

1
x ＞0 の範囲で , 関数 f (x)＝ を 考 えると

はん い かんすう かんが

x2

2f ' (x)＝－ ＜0 になり , f (x)は単 調 減 少 になる。
たんちょうげん しょう

x3 monotonically decreasing

k を自然数とすると
し ぜ ん す う

k ≦ x ≦ k ＋1では

1 1 1
≦ ≦( k ＋1 )2 x2 k2

1 1
常には ＝ ではないから
つね

( k ＋1 )2 x2

k＋1 1 k＋1 dx∫ dx ＜∫k ( k ＋1 )2 k x2

1 k＋1 dx
すなわち ＜ ∫( k ＋1 )2 k x2

k ＝1 , 2 , 3 , ･･･, n－1 として，各辺を加えると
かく へん くわ

1 1 1 1(左辺 )＝ ＋ ＋ ＋･･･＋
さ へん

22 32 42 n2

2 dx 3 dx n dx(右辺 )＝ ∫ ＋∫ ＋･･･＋∫
う へ ん

1 x2 2 x2 n－1 x2

n dx 1
＝ ∫ ＝1－

1 x2 n

1 1 1 1 1
よって ＋ ＋ ＋･･･＋ ＜1－

22 32 42 n2 n

別解 数学的帰納法 Mathematical induction
べっかい すう がくてき きのうほう

1 1
[1] n＝2のとき， ＜1－ より成り立つ

な た

22 2 true

[2] n＝ k のとき，成り立つとすると Assuming it holds true
な た

1 1 1 1 1
＋ ＋ ＋･･･＋ ＜1－

22 32 42 k2 k
1

両 辺に を加えると
りょうへん くわ

(k ＋1)2
1 1 1 1 1(左辺)＝ ＋ ＋ ＋･･･＋ ＋

さ へん

22 32 42 k2 (k ＋1)2
1 1(右辺)＝ 1－ ＋

う へ ん

k (k ＋1)2

1 1 1{ 1－ } － { 1－ ＋ }
k＋1 k (k＋1)2
1

＝ ＞0 であるから
k (k ＋1)2
1 1 1

1－ ＋ ＜1－
k (k ＋1)2 k ＋1

よって，n＝ k ＋1のときも成り立つ。
な た

[1], [2]より , 2以上の自然数で成り立つ。
いじょう し ぜ ん す う な た

問題 n≧ 2 のとき，次の不等式を証 明せよ。
もん だい つぎ ふ と う し き しょうめい

Prove the following inequality
1 1 1 1
＋ ＋ ＋･･･＋ ＜ 2Ön－ 2

Ö2 Ö3 Ö4 Ön



数学Ⅲ 区分求積法(不等式) ② 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
くぶんきゅうせきほう ふ と う し き か だい

2
例題 Ö1 ＋Ö2 ＋Ö3 ＋･･･＋Ön ＞ nÖn
れいだい

3

x ＞0 の範囲で , 関数 f (x)＝Öx を 考 えると
はん い かんすう かんが

1f ' (x)＝ ＞0 , f (x)は単 調 増加になる。
たんちょうぞう か

2Öx

0 1 2 3 n－1 n

k を0以 上 の整数とすると k≦ x≦ k＋1では
い じょう せいすう

Ök ＋1 ≧Öx ≧Ök

常には Ök＋1 ＝Öx ではないから
つね

k＋1 k＋1∫ Ök ＋1 dx ＞∫ Öx dx
k k

k＋1
すなわち Ök ＋1 ＞ ∫ Öx dx

k

k ＝0 , 1 , 2 , ･･･, n－1として，各辺を加えると
かく へん くわ

(左辺 )＝ Ö1 ＋Ö2 ＋Ö3 ＋･･･＋Ön
さ へん

1 2 n(右辺 )＝ ∫Öx dx ＋∫ Öx dx ＋･･･＋∫ Öx dx
う へ ん

0 1 n－1

n 2
＝ ∫ Öx dx ＝ nÖn

0 3

2
よって Ö1 ＋Ö2 ＋Ö3 ＋･･･＋Ön ＞ nÖn

3

別解 数学的帰納法
べっかい すう がくてき きのうほう

2
[1] n＝1のとき， Ö1 ＞ より成り立つ。

な た

3

[2] n＝ k のとき，成り立つとすると
な た

2
Ö1 ＋Ö2 ＋Ö3 ＋･･･＋Ök ＞ kÖk

3

両 辺にÖk ＋1 を加えると
りょうへん くわ

(左辺 )＝ Ö1 ＋Ö2 ＋Ö3 ＋･･･＋Ök ＋Ök ＋1
さ へん

2(右辺 )＝ kÖk ＋Ök ＋1
う へ ん

3

2 2{ kÖk ＋Ök＋1 }－ (k ＋1)Ök ＋1 }3 { 3

1
＝ { 2 k (Ök －Ök ＋1 )＋Ök＋1 } ＞0

3

2 2
kÖk ＋Ök＋1 ＞ (k ＋1)Ök ＋1

3 3

よって，n＝ k ＋1のときも成り立つ。
な た

[1], [2]より , すべての自然数で成り立つ。
し ぜ ん す う な た

※ g(x) ＝2 x (Öx －Öx ＋1 )＋Öx ＋1 とすると

g(1) ＝2－Ö2＞0 , x →∞ のとき g(x) ＝0

g'(x)＜0 よって，x ＞0 のとき g(x) ＞0

1 1 1 1
問題 ＋ ＋ ＋･･･＋ ＞ log (n＋ 1)
もん だい

1 2 3 n



数学Ⅲ 区分求積法(不等式) ③ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
くぶんきゅうせきほう ふ と う し き か だい

例題 n≧ 2 のとき，次の不等式を証 明せよ。
れいだい つぎ ふ と う し き しょうめい

1 1 1 1 1 1
＋ ＋ ＋･･･＋ ＜ －

23 33 43 n3 2 2n2

1
x ＞0 の範囲で , 関数 f (x)＝ を 考 えると

はん い かんすう かんが

x3

3f ' (x)＝－ ＜0になり, f(x)は単 調 減 少 になる。
たんちょうげん しょう

x4

k を自然数とすると
し ぜ ん す う

k ≦ x ≦ k ＋1では

1 1 1
≦ ≦( k ＋1 )3 x3 k3

1 1
常には ＝ ではないから
つね

( k ＋1 )3 x3

k＋1 1 k＋1 dx∫ dx ＜∫k ( k ＋1 )3 k x3

1 k＋1 dx
すなわち ＜ ∫( k ＋1 )3 k x3

k ＝1 , 2 , 3 , ･･･, n－1 として，各辺を加えると
かく へん くわ

1 1 1 1(左辺 )＝ ＋ ＋ ＋･･･＋
さ へん

23 33 43 n3

2 dx 3 dx n dx(右辺 )＝ ∫ ＋∫ ＋･･･＋∫
う へ ん

1 x3 2 x3 n－1 x3

n dx 1 1
＝ ∫ ＝ －

1 x3 2 2n2

1 1 1 1 1 1
よって ＋ ＋ ＋･･･＋ ＜ －

23 33 43 n3 2 2n2

別解 数学的帰納法
べっかい すう がくてき きのうほう

1 1 1
[1] n＝2のとき， ＜ － より成り立つ。

な た

23 2 8

[2] n＝ k のとき，成り立つとすると
な た

1 1 1 1 1 1
＋ ＋ ＋･･･＋ ＜ －

23 33 43 k3 2 2k2

1
両 辺に を加えると
りょうへん くわ

(k ＋1)3

1 1 1 1 1(左辺)＝ ＋ ＋ ＋･･･＋ ＋
さ へん

23 33 43 k3 (k ＋1)3
1 1 1(右辺)＝ － ＋

う へ ん

2 2k2 (k ＋1)3

1 1 1 1 1{ － }－{ － ＋ }2
2 (k ＋1)2 2 2k2 (k ＋1)3

3 k ＋1
＝ ＞0 ∵ k ＞0

2 k2 (k ＋1)2

よって n＝ k ＋1のときも成り立つ。
な た

[1], [2]より , 2以上の自然数で成り立つ。
いじょう し ぜ ん す う な た

問題 n≧ 2 のとき，次の不等式を証 明せよ。
もん だい つぎ ふ と う し き しょうめい

1 1 1 3 2
＋ ＋･･･＋ ＜ (n 3 － 1 )3Ö2 3Ö3 3Ön 2



数学Ⅲ 区分求積法(不等式) ④ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
くぶんきゅうせきほう ふ と う し き か だい

例題 n≧ 1 のとき，次の不等式を証 明せよ。
れいだい つぎ ふ と う し き しょうめい

1 1 1 1
＋ ＋ ＋･･･＋ ＞ 2Ön＋1 － 2

1 Ö2 Ö3 Ön

1
x ＞0 の範囲で , 関数 f (x)＝ を 考 えると

はん い かんすう かんが

Öx
1f ' (x)＝－ ＜0 , f (x)は単 調 減 少になる。

たんちょうげんしょう

2xÖx

kを自然数とすると k ≦ x ≦ k ＋1では
し ぜ ん す う

1 1 1
≧ ≧

Ök Öx Ök＋1

1 2 3 n－1 n
1 1

常には ＝ ではないから
つね

Ök Öx

k＋1 1 k＋1 1∫ dx ＞∫ dx
k Ök k Öx

1 k＋1 1
すなわち ＞∫ dx

Ök k Öx

k ＝1 , 2 , ･･･, nとして，各辺を加えると
かくへん くわ

1 1 1 1(左辺 )＝ ＋ ＋ ＋･･･＋
さ へん

1 Ö2 Ö3 Ön

2 1 n＋1 1(右辺 )＝ ∫ dx ＋･･･＋∫ dx
う へ ん

1 Öx n Öx

n＋1 1
＝ ∫ dx＝2Ön＋1 －2

1 Öx

1 1 1 1
よって + + +･･･+ ＞2Ön＋1 －2

1 Ö2 Ö3 Ön

別解 数学的帰納法
べっかい すう がくてき きのうほう

1
[1] n＝1のとき， ＞2Ö2 －2より成り立つ。

な た

1

[2] n＝ k のとき，成り立つとすると
な た

1 1 1 1
＋ ＋ ＋･･･＋ ＞2Ök＋1 － 2

1 Ö2 Ö3 Ök
1

両 辺に を加えると
りょうへん くわ

Ök＋1

1 1 1 1(左辺 )＝ ＋ ＋･･･＋ ＋
さ へん

1 Ö2 Ök Ök＋1

1(右辺 )＝ 2Ök＋1 －2＋
う へ ん

Ök＋1

1{ 2Ök＋1 －2＋ }－{ 2Ök＋2 －2 }Ök＋1

1
＝ { 2 (Ök ＋1 －Ök ＋2 ) } ＞0＋ Ök＋1

1
2Ök＋1 －2＋ ＞2Ök ＋2 －2

Ök＋1

よって，n＝ k ＋1のときも成り立つ。
な た

[1], [2]より , すべての自然数で成り立つ。
し ぜ ん す う な た

1
※ g(x) ＝2 (Öx＋1 －Öx ＋2 )＋ とすると

Öx＋1

x ＞0 のとき g(1) ＞0 , x→∞ のとき g(x) ＝0

, g'(x) ＜0 よって，x ＞0 のとき , g(x) ＞0

問題 n≧ 1 のとき，次の不等式を証 明せよ。
もん だい つぎ ふ と う し き しょうめい

1 1 1 1 n
＋ ＋ ＋･･･＋ ＞

12 22 32 n2 n＋ 1



数学Ⅲ 区分求積法(不等式) ⑤ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
くぶんきゅうせきほう ふ と う し き か だい

例題 n≧ 2 のとき，次の不等式を証 明せよ。
れいだい つぎ ふ と う し き しょうめい

1 1 1 1
＋ ＋ ＋･･･＋ ＜ log n2 3 4 n

1
x ＞0 の範囲で , 関数 f (x)＝ を 考 えると

はん い かんすう かんが

x
1f ' (x)＝－ ＜0 になり , f (x)は単 調 減 少 になる。

たんちょうげん しょう

x2

k を自然数とすると
し ぜ ん す う

k ≦ x ≦ k ＋1では

1 1 1
≦ ≦k ＋1 x k

1 2 3 n－1 n

k を自然数とすると k ≦ x ≦ k ＋1では
し ぜ ん す う

1 1 1
≧ ≧k x k ＋1
1 1

常には ＝ ではないから
つね

x k＋1

k＋1 1 k＋1 dx∫ dx ＜∫k k ＋1 k x

1 k＋1 dx
すなわち ＜∫k ＋1 k x

k ＝1 , 2 , 3 , ･･･, n－1 として，各辺を加えると
かくへん くわ

1 1 1 1(左辺 )＝ ＋ ＋ ＋･･･＋
さ へん

2 3 4 n

2 dx 3 dx n dx(右辺 )＝ ∫ ＋∫ ＋･･･＋∫
う へ ん

1 x 2 x n－1 x

n dx
＝ ∫ ＝ log n

1 x

1 1 1 1
よって ＋ ＋ ＋･･･＋ ＜ log n

2 3 4 n

別解 数学的帰納法
べっかい すう がくてき きのうほう

1
[1] n＝2のとき， ＜ log 2 ≒0 .7 より成り立つ

な た

2

[2] n＝ k のとき，成り立つとすると
な た

1 1 1 1
＋ ＋ ＋･･･＋ ＜ log k

2 3 4 k

1
両 辺に を加えると
りょうへん くわ

k＋1

1 1 1 1 1(左辺)＝ ＋ ＋ ＋･･･＋ ＋
さ へん

2 3 4 k k ＋1

1(右辺)＝ log k ＋
う へ ん

k ＋1

1{ log (k ＋1) }－{ log k ＋ } ＞0
k ＋1

よって，n＝ k ＋1のときも成り立つ。
な た

[1], [2]より , 2以上の自然数で成り立つ。
いじょう し ぜ ん す う な た

1
※ g(x) ＝ log (x ＋1)－ log x ＋ とすると

x ＋1

x ＞0 のとき g(1) ＞0 , x→∞ のとき g(x) ＝0 ,

g'(x) ＜0 よって，x ＞0 のとき , g(x) ＞0

問題 n≧ 1 のとき，次の不等式を証 明せよ。
もん だい つぎ ふ と う し き しょうめい

2 2 2
1＋Ö2＋Ö3＋･･･＋Ön＜ (n＋ 1) 3 －3 3



数学Ⅲ 区分求積法(不等式) ⑥ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
くぶんきゅうせきほう ふ と う し き か だい

例題 n≧ 1 のとき，次の不等式を証 明せよ。
れいだい つぎ ふ と う し き しょうめい

33Ö1 ＋ 3Ö2 ＋ 3Ö3 ＋･･･＋ 3Ön ＞ n 3Ön
4

x ＞0 の範囲で , 関数 f (x)＝ 3Öx を 考 えると
はん い かんすう かんが

3Öxf ' (x)＝ ＞0 , f (x)は単 調 増加になる。
たんちょうぞう か

3 x

k を自然数とすると k ≦ x ≦ k ＋1では
し ぜ ん す う

3Ök ＋1 ≧ 3Öx ≧ 3Ök

1 2 3 n－1 n

常には 3Ök ＋1 ＝ 3Öx ではないから
つね

k＋1 k＋1∫ 3Ök ＋1 dx ＞∫ 3Öx dx
k k

k＋1
すなわち 3Ök ＋1 ＞ ∫ 3Öx dx

k

k ＝0 , 1 , 2 , ･･･, n－1として，各辺を加えると
かく へん くわ

(左辺 )＝ 3Ö1 ＋ 3Ö2 ＋ 3Ö3 ＋･･･＋ 3Ön
さ へん

1 2 n(右辺 )＝ ∫ 3Öx dx ＋∫ 3Öx dx ＋･･･＋∫ 3Öx dx
う へ ん

0 1 n－1

n 3
＝ ∫ 3Öx dx＝ n 3Ön

0 4

3
よって 3Ö1 ＋ 3Ö2 ＋ 3Ö3 ＋･･･＋ 3Ön ＞ n 3Ön

4

別解 数学的帰納法
べっかい すう がくてき きのうほう

3
[1] n＝1のとき， 3Ö1 ＞ より成り立つ

な た

4

[2] n＝ k のとき，成り立つとすると
な た

33Ö1 ＋ 3Ö2 ＋ 3Ö3 ＋･･･＋ 3Ön ＞ k 3Ök
4

両 辺に 3Ök＋1 を加えると
りょうへん くわ

(左辺)＝ 33Ö1 ＋ 3Ö2 ＋ 3Ö3 ＋･･･＋ 3Ök ＋ 3Ök＋1
さ へん

3(右辺)＝ k 3Ök ＋ 3Ök＋1
う へ ん

4

3 3{ k 3Ök＋ 3Ök＋1 }－{ (k＋1)3Ök＋1 } ＞04 4

よって，n＝ k ＋1のときも成り立つ。
な た

[1], [2]より , すべての自然数で成り立つ。
し ぜ ん す う な た

1
※ g(x) ＝ { 3 x 3Öx ＋4 3Öx＋1－3 (k ＋1) 3Ök＋1 }4

g(1) ＞0 , x→∞ のとき g(x) ＝0

g'(x) ＜0 よって，x ＞0 のとき , g(x) ＞0

問題 n≧ 2 のとき，次の不等式を証 明せよ。
もん だい つぎ ふ と う し き しょうめい

1 1 1 1 1
＋ ＋･･･＋ ＞ －

23 33 n3 2 2 (n＋ 1)2


