
数学Ⅲ 定積分の置換積分 ① 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ていせき ぶん ち かん せき ぶ ん か だい

１．次の定積分を求めよ。 Find the following definite integral.
つぎ てい せきぶん もと

2
例題 ∫ x ( 2 － x )2 dx
れい だい

0

dt
t＝2－ x とおくと ＝－1 , dx ＝(－1) dt

dx
2 x 0 →2∫ x ( 2－ x )2 dx
0 t 2 →0

0 0
＝∫ ( 2－ t ) t2 (－1) dt＝∫ ( t3－2 t2 ) dt

2 2

t4 2 t3 0
＝ [ － ]4 3 2

( 0
4

2 × 03 ( 2
4

2 × 23 4
＝ － ) － － )＝4 3 4 3 3

3
問題① ∫ x ( 3 － x )2 dx
もんだい

0

1
問題② ∫ x ( x － 1 )2 dx
もんだい

0

２．次の定積分を求めよ。 Find the following definite integral.
つぎ ていせき ぶん もと

3
例題 ∫ x Öx ＋ 1 dx
れい だい

0

t＝Öx ＋1 とおくと x ＝ t2－1

dx x 0 →2
＝2 t , dx＝2 t dt

dt t 2 →0

3

∫ x Öx＋1 dx
0

＝
2 2

∫ ( t2－1 ) t × 2 t dt＝ ∫ ( 2 t4 －2 t2 ) dt
1 1

2 2 2
＝[ t5－ t3 ]5 3 1

( 64 16 ( 2 2 116
＝ － ) － － )＝

5 3 5 3 15

3
問題① ∫ x Öx － 2 dx
もんだい

2

1
問題② ∫ x Ö1－ x dx
もんだい

0



数学Ⅲ 定積分の置換積分 ② 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ていせき ぶん ち かん せき ぶ ん か だい

１．次の定積分を計算せよ。
つぎ てい せきぶん けいさん

1
例題 ∫ x ( 1 － x )3 dx
れい だい

0

dt
t＝ 1 － x とおくと ＝－1 , dx＝ (－1) dt

dx
1 x 0 → 1∫ x ( 1 － x )3 dx
0 t 1 → 0

＝
0 0

∫ ( 1 － t ) t3 × (－1) dt＝ ∫ ( t4 － t3 ) dt
1 1

1 1 0
＝ [ t5－ t4 ]5 4 1

( 0 0 ( 1 1 1
＝ － ) － － )＝5 4 5 4 20

2
問題① ∫ x ( 2 － x )4 dx
もんだい

0

1
問題② ∫ x ( 1 － x )5 dx
もんだい

0

２．次の定積分を計算せよ。
つぎ ていせき ぶん けい さん

5 1
例題① ∫ dx
れい だい

0 Ö3 x ＋ 1

t2－ 1
t＝Ö3 x ＋ 1 とおくと x ＝

3
dx 2 2 x 0 → 5
＝ t , dx ＝ t dt

dt 3 3 t 1 → 4

5 1 2 4 1∫ dx ＝ ∫ × t dt
0 Ö3 x＋ 1 3 1 t

2 4 2
＝ [ t ] ＝ ( 4 － 1 )＝ 2

3 1 3
4 1

問題① ∫ dx
もんだい

0 Ö2 x ＋ 1

3
例題② ∫ Ö4 － x dx
れい だい

0

t＝Ö4 － x とおくと x＝ 4 － t2

dx x 0 → 3
＝－2 t , dx ＝－2 t dt

dt t 2 → 1

3 1

∫ Ö4 － x dx ＝∫ t × ( －2 t ) dt
0 2

1 t3 1
＝－2∫ t2 dt ＝－2 [ ]

2 3 2

( 1 8 14
＝－2 － )＝3 3 3

5
問題② ∫ Ö5 － x dx
もんだい

1



数学Ⅲ 定積分の置換積分 ③ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ていせき ぶん ち かん せき ぶ ん か だい

１．次の定積分を計算せよ。
つぎ てい せきぶん けいさん

1
例題① ∫ ( 2 x＋ 1 )3 dx
れい だい

0

t＝ 2 x＋ 1 とおくと

dt 1 x 0 → 1
＝ 2 , dx＝ dt

dx 2 t 1 → 3

1 3 1∫ ( 2 x ＋ 1 )3 dx ＝∫ t3 × dt
0 1 2

t4 3 81 1
＝[ ] ＝ － ＝ 10

8 1 8 8

2
例題① ∫ ( 3 x－ 1 )3 dx
れい だい

0

1 2 x
例題②∫ dx
れい だい

0 x2 ＋ 1

1 2 x 1 (x2 ＋ 1)'∫ dx ＝ ∫ dx
0 x2 ＋ 1 0 x2 ＋ 1

1
＝[log (x2 ＋ 1)] ＝ log 2 － log 1 ＝ log 2

0

2 2 x
問題②∫ dx
もんだい

0 x2 ＋ 4

1 3 x2
問題②∫ dx
もんだい

0 x3 ＋ 1

２．次の定積分を計算せよ。
つぎ ていせき ぶん けい さん

1 x dx
例題① ∫
れい だい

0 Öx2＋ 1

t＝Öx2＋ 1 とおくと

dt x x dx x 0 → 1
＝ , dt ＝

dx Öx2＋ 1 Öx2＋ 1 t 1 →Ö2

1 x dx Ö2 Ö2∫ ＝∫ dt ＝ [ t ] ＝Ö2 － 1
0 Öx2＋ 1 1 1

4 x dx
問題① ∫
もんだい

0 Öx2＋ 4

1
例題② ∫ x Öx2＋ 3 dx
れい だい

0

t＝Öx2＋ 3 とおくと , x2＝ t2－ 3

dx x 0 → 1
2 x ＝ 2 t , x dx ＝ t dt

dt t Ö3 → 2

x → 0 のとき t→Ö3 , x → 1 のとき t→ 2

1 2∫ x Öx2＋ 1 dx ＝∫ t × t dt
0 Ö3

2 t3 2 8
＝∫ t2 dt ＝ [ ] ＝ －Ö3

Ö3 3 Ö3 3

1
問題② ∫ x Öx2＋ 1 dx
もんだい

0



数学Ⅲ 定積分の置換積分(to三角関数) ① 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ていせき ぶん ち かん せき ぶ ん さんかくかんすう か だい

１．次の定積分を計算せよ。
つぎ てい せきぶん けいさん

3
例題 ∫ Ö9 － x2 dx
れい だい

0

x＝ 3 sinθとおくと x 0 → 3
πθ 0 → 2dx ＝ 3 cos θ dθ

この範囲では cos θ≧ 0 である。
は ん い

Ö9－ x2 ＝ Ö9 － (3 sinθ )2 ＝Ö9 ( 1 － sin2θ )

＝Ö9 cos2θ ＝ 3 cosθ
π

3 2

∫ Ö9 － x2 dx ＝∫ ( 3 cos θ ) × 3 cos θ dθ
0 0

π π
2 2 1＋cos 2θ

＝ 9∫ cos2θ dθ＝ 9∫ ( ) dθ
0 0 2

9 1
π

＝ [ θ＋ sin 2θ ] 2
2 2 0

9 π 1 1
＝ { ( ＋ sinπ )－( 0 ＋ sin 0 ) }2 2 2 2

9
＝ π4

1
問題① ∫ Ö1 － x2 dx
もんだい

－1

1
問題② ∫ Ö4 － x2 dx
もんだい

0

2．次の定積分を計算せよ。
つぎ ていせき ぶん けい さん

3 dx
例題 ∫
れい だい

0 x2 ＋ 9

x ＝ 3 tanθとおくと x 0 → 3
πθ 0 → 43 dθ

dx ＝
cos2θ

π3 dx 1 3 dθ∫ ＝∫ 4 ×
0 x2 ＋ 9 0 ( 3 tanθ )2 ＋ 9 cos2θ

π 1 3 dθ
＝∫ 4 ×

0 9 ( tan2θ＋ 1 ) cos2θ

π πcos2θ 3 dθ 1
＝∫ 4 × ＝ ∫ 4 dθ

0 9 cos2θ 3 0

1
π

1 π
＝ [ θ] 4 ＝ ( － 0 )3 0 3 4

π
＝

12

1 dx
問題① ∫
もんだい

0 x2 ＋ 1

2 dx
問題② ∫
もんだい

－2 x2 ＋ 4



数学Ⅲ 定積分の置換積分(to三角関数) ② 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ていせき ぶん ち かん せき ぶ ん さんかくかんすう か だい

１．次の定積分を計算せよ。
つぎ てい せきぶん けいさん

3 1
例題 ∫ dx
れい だい

0 Ö9 － x2

x＝ 3 sinθとおくと x 0 → 3
πθ 0 → 2dx ＝ 3 cos θ dθ

この範囲では cos θ≧ 0 である。
は ん い

Ö9－ x2 ＝ Ö9 － (3 sinθ )2 ＝Ö9 ( 1 － sin2θ )

＝Ö9 cos2θ ＝ 3 cosθ

3 1∫ dx
0 Ö9 － x2
π
2 1

＝∫ × 3 cos θ dθ
0 3 cos θ
π π
2 2 π π

＝∫ dθ＝ [θ ] ＝ － 0＝
0 0 2 2

Ö2 1
問題 ∫ dx
もんだい

① 0 Ö4－ x2

2 1
問題② ∫ dx
もんだい

0 Ö16 － x2

2．次の定積分を計算せよ。
つぎ ていせき ぶん けい さん

Ö3 dx
例題 ∫
れい だい

0 ( x2 ＋ 3 )2

x ＝Ö3 tanθとおくと x 0 →Ö3
πθ 0 → 4Ö3 dθ

dx ＝
cos2θ

Ö3 dx∫0 ( x2 ＋ 3 )2
π 1 Ö3 dθ

＝∫ 4 ×
0 ( 3 tan2 θ＋ 3 )2 cos2θ

π 1 Ö3 dθ
＝∫ 4 ×

0 9 ( tan2 θ＋ 1 )2 cos2θ

π cos4θ Ö3 dθ
＝∫ 4 ×

0 9 cos2θ

πÖ3
＝ ∫ 4 cos2θ dθ

9 0

πÖ3 1＋ cos 2θ
＝ ∫ 4 dθ

9 0 2

Ö3 1
π

Ö3 (π＋ 2)
＝ [θ＋ sin 2θ ] 4

＝18 2 0 72

Ö3 π 1 π 1{ ( ＋ s i n )－( 0＋ sin 0 ) }18 4 2 2 2

1 dx
問題 ∫
もんだい

0 ( x2 ＋ 1 )2



数学Ⅲ 定積分の置換積分(to三角関数) ③ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ていせき ぶん ち かん せき ぶ ん さんかくかんすう か だい

１．次の定積分を計算せよ。
つぎ てい せきぶん けいさん

2
例題 ∫ x2Ö4 － x2 dx
れい だい

0

x＝ 2 sinθとおくと x 0 → 2
πθ 0 → 2dx ＝ 2 cos θ dθ

この範囲では cos θ≧ 0 である。
は ん い

Ö4－ x2 ＝ Ö4 － (2 sinθ )2 ＝Ö4 ( 1 － sin2θ )

＝Ö4 cos2θ ＝ 2 cosθ

2

∫ x2Ö4 － x2 dx
0
π
2

＝∫ ( 2 sinθ )2 × 2 cos θ × 2 cos θ dθ
0
π
2

＝ 16∫ sin2θ cos2θ dθ
0
π
2 1

＝ 16∫ ( sin 2θ )2 dθ
0 2
π
2 1－ cos 2θ

＝ 4∫ dθ
0 2

1
π

＝ 2 [ θ－ sin 2θ ] 2
2 0

π 1 1
＝ 2 { ( － sinπ )－ ( 0 － sin 0 ) }＝π2 2 2

1
問題 ∫ x2Ö1 － x2 dx
もんだい

0

2．次の定積分を計算せよ。
つぎ ていせき ぶん けい さん

1 dx
例題 ∫
れい だい

0 Öx2 ＋ 3

x ＝Ö3 tanθとおくと x 0 → 1
πθ 0 → 6Ö3 dθ

dx＝
cos2θ

1 1 cos θ
＝ ＝

Öx2 ＋ 3 Ö3 ( 1 ＋ tan2θ ) Ö3

π1 dx cos θ Ö3 dθ∫ ＝∫ 6 ×
0 Öx2 ＋ 3 0 Ö3 cos2θ

π dθ 1
＝∫ 6 ＝ log 3

0 cos θ 2

Ö3 dx
問題① ∫
もんだい

0 Öx2 ＋ 3

Ö3 dx
問題② ∫
もんだい

0 Öx2 ＋ 1



数学Ⅲ 定積分の置換積分(対数関数・指数関数) ① 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ていせきぶん ち かん せき ぶ ん たいすうかんすう し すう かん すう か だい

１．次の定積分を求めよ。
つぎ ていせきぶん もと

e2 log x
例題 ∫ dx
れい だい

①
1 x

e2 1 e2
＝∫ log x ( log x )' dx ＝ [ ( log x )2 ]1 2 1

1 1
＝ { ( log e2 )2 } － { ( log 1 )2 }2 2

1
＝ { ( 2 log e )2 } ＝ 22

e2 ( log x )2
問題 ∫ dx
もんだい

①
1 x

1
例題 ∫ x ex2

dx
れい だい

② 0

1 1 1 1
＝ ∫ ( x2 )' ex2

dx ＝ [ ex2 ]2 0 2 0

1 1
＝ ( e1－ e0 ) ＝ ( e － 1 )2 2

1
問題 ∫ x2 ex3

dx
もんだい

② 0

例題
1 dxれいだい

∫
③ 0 1＋ e －x

1 ex dx 1 ex dx
＝∫ ＝∫0 ( 1 ＋ e －x ) ex 0 ex ＋ 1

1 ( ex ＋ 1 )' 1
＝∫ dx ＝ [ log ( ex ＋ 1 ) ]

0 ( ex ＋ 1 ) 0
e ＋ 1

＝ log ( e ＋ 1 )－ log ( 1 ＋ 1 ) ＝ log ( )2

問題
1 dxもんだい

∫
③ 0 1 ＋ ex

２．次の定積分を求めよ。
つぎ ていせきぶん もと

1
例題 ∫ ex ( ex － 1 )2 dx
れい だい

0
①

ex ＝ t とおくと

dt x 0 → 1
＝ ex , dt ＝ ex dx

dx t 1 → e
1

∫ ex ( ex － 1 )2
dx

0

e 1 e
＝∫ ( t － 1 )2 dt ＝ [ ( t － 1 )3 ]1 3 1

1
＝ ( e － 1 )3

3

1
問題 ∫ e －x ( 1－ e －x )2 dx
もんだい

① 0

1
例題 ∫ ex ( ex

＋ 1 )3
dx

れい だい

0
②

1
＝∫ ( ex

＋ 1 )3 ( ex
＋ 1 )' dx

0

1 1
＝ [ ( ex

＋ 1 )4 ]4 0

1 1
＝ { ( e ＋ 1 )4 }－ { ( 1 ＋ 1 )4 }4 4

1
＝ ( e ＋ 1 )4

－ 4
4

1
問題 ∫ ex ( ex

－ 1 )4
dx

もんだい

0
②



数学Ⅲ 定積分の置換積分(対数関数・指数関数) ② 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ていせきぶん ち かん せき ぶ ん たいすうかんすう し すう かん すう か だい

１．次の定積分を求めよ。
つぎ ていせきぶん もと

e3 ( log x )2
例題 ∫ dx
れい だい

①
1 x

e3 1 e3
＝∫ ( log x )2( log x )' dx ＝ [ ( log x )3 ]1 3 1

1 1
＝ { ( log e3 )3 } － { ( log 1 )3 }3 3

1
＝ { ( 3 log e )3 } ＝ 93

e4 ( log x )3
問題 ∫ dx
もんだい

①
1 x

1
例題 ∫ x e2x2

dx
れい だい

② 0

1 1 1 1
＝ ∫ ( 2 x2 )' e2x2

dx ＝ [ e2x2 ]4 0 4 0

1 1
＝ ( e2－ e0 ) ＝ ( e2－ 1 )4 4

1
問題 ∫ x e-x2

dx
もんだい

② 0

例題
1 exれいだい

∫ dx
③ 0 1＋ ex

1 ( 1 ＋ ex )' 1
＝∫ dx ＝ [ log ( 1＋ ex ) ]

0 ( 1 ＋ ex ) 0

e ＋ 1
＝ log ( e1＋ 1 )－ log 2 ＝ log ( )2

問題
1 ex－ e －xもんだい

∫ dx
③ 0 ex＋ e －x

２．次の定積分を求めよ。
つぎ ていせきぶん もと

1
例題 ∫ ex ( ex ＋ 1 )2 dx
れい だい

0
①

ex ＝ t とおくと

dt x 0 → 1
＝ ex , dt＝ ex dx

dx t 1 → e
1

∫ ex ( ex ＋ 1 )2
dx

0

e 1 e
＝∫ ( t ＋ 1 )2 dt ＝ [ ( t ＋ 1 )3 ]1 3 1

1 8
＝ ( e ＋ 1 )3

－
3 3

1
問題 ∫ e －x ( 1＋ e －x )2 dx
もんだい

① 0

1
例題 ∫ ex ( ex

－ 1 )3
dx

れい だい

0
②

1
＝∫ ( ex

－ 1 )3 ( ex
－ 1 )' dx

0

1 1
＝ [ ( ex

－ 1 )4 ]4 0

1 1
＝ { ( e － 1 )4 }－ { ( 1 － 1 )4 }4 4

1
＝ ( e － 1 )4

4

1
問題 ∫ ex ( ex

＋ 1 )4
dx

もんだい

0
②



数学Ⅲ 定積分の置換積分(対数関数・指数関数) ③ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ていせきぶん ち かん せき ぶ ん たいすうかんすう し すう かん すう か だい

１．次の定積分を求めよ。
つぎ ていせきぶん もと

4 dx
例題 ∫
れい だい

①
2 x log x

4 ( log x )' 4
＝∫ dx ＝ [ log| log x | ]2 ( log x ) 2

2 log 2
＝ log ( log 4 )－ log ( log 2 )＝ log ( )log 2
＝ log 2

4 dx
問題 ∫
もんだい

①
2 x ( log x )2

例題
1 2 exれいだい

∫ dx
② 0 ex＋ e －x

1 2 ex × ex
＝∫ dx

0 ( ex ＋ e －x ) × ex

1 2 e2x
＝∫ dx

0 e2x ＋ 1

1 ( e2x ＋ 1 )' 1
＝∫ dx ＝ [ log ( e2x＋ 1 ) ]0 ( e2x ＋ 1 ) 0

e2＋ 1
＝ log ( e2＋ 1 )－ log 2 ＝ log ( )2

問題
1 2 e －xもんだい

∫ dx
② 0 ex＋ e －x

２．次の定積分を求めよ。
つぎ ていせきぶん もと

例題
2 2れいだい

∫ dx
1 ex － e －x

2 2 ex

∫ dx ＝ ∫ dx
ex － e －x e2x － 1

dtex＝ t とおくと ＝ ex , dt ＝ ex dx
dx

2 ex 2∫ dx ＝ ∫ dt
e2x － 1 t2－ 1

1 1
＝∫( － ) dt

t － 1 t ＋ 1

＝ log | t － 1 |－ log | t ＋ 1 | ＋ C

t － 1 ex － 1
＝ log ＋ C ＝ log ＋ C

t ＋ 1 ex ＋ 1

2 2 ex － 1 2

∫ dx ＝[ log ]1 ex－ e －x ex ＋ 1 1

e2－ 1 e － 1
＝ log － loge2＋ 1 e ＋ 1

問題
2 2 exもんだい

∫ dx
1 ex － e －x



数学Ⅲ 定積分の置換積分(三角関数) ① 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ていせきぶん ち かん せき ぶ ん さんかくかんすう か だい

１．次の定積分を求めよ。
つぎ ていせきぶん もと

例題 ∫ sin2 x cos x dx
れい だい

① 0

＝∫ sin2 x ( sin x )' dx
0

1
＝ [ ( sin x )3 ]3 0

1 π 1
＝ { ( sin )3 }－ { ( sin 0 )3 }3 6 3

1
＝ 24

問題 ∫ cos3 x sin x dx
もんだい

① 0

sin x
例題 ∫ dx
れい だい

② 0 cos x ＋ 1

( cos x ＋ 1 )'
＝－∫ dx

0 ( cos x ＋ 1 )
＝ － [ log ( cos x ＋ 1 ) ] 0

1
＝ － { log ( ＋ 1 ) － log ( 1＋ 1 ) }2

3
＝ log 2 － log ＝ log 2 － log 3 ＋ log 22

4
＝ log 3

cos x
問題 ∫ dx
もんだい

② 0 sin x ＋ 1

π
6

π
6

π
6

π
4

π
6

π
3

π
3

π
3

２．次の定積分を求めよ。
つぎ ていせきぶん もと

1
例題 ∫ dx
れい だい

sin x

sin x sin x
＝ ∫ dx ＝ ∫ dxsin2 x 1 － cos2 x

dt π πt＝ cos x とおくと ＝－sin x x →
dx 3 2

1sin x dx ＝－ dt t → 02

sin x 0 －1∫ dx＝∫ dt
1 － cos2 x 1 － t2

1
＝ ∫ dt

0 1－ t2

1 1 1
＝ ∫ ( ＋ ) dt

2 0 1＋ t 1 － t

1
＝ [ log | 1＋ t |－ log | 1－ t | ]2 0

1 1 1
＝ { log | 1 ＋ |－ log | 1 － | }2 2 2

1
－ { log | 1 ＋ 0 | － log | 1 － 0 | }2

1 3 1 1
＝ { log － log } ＝ log 3

2 2 2 2

1
問題 ∫ dx
もんだい

0 cos x

π
2
π
3

1
2

π
2
π
3

π
2
π
3

π
2
π
3
1
2

1
2

1
2

π
6



数学Ⅲ 定積分の置換積分(三角関数) ② 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ていせきぶん ち かん せき ぶ ん さんかくかんすう か だい

１．次の三角関数を微分せよ。
つぎ さんかくかんすう び ぶ ん

1 cos x
例題 ＝
れい だい

tan x sin x

1 ' (cos x)' sin x－ cos x (sin x)'( )＝tan x sin2 x
－ sin2 x － cos2 x 1

＝ ＝－
sin2 x sin2 x

sin x
問題 tan x ＝
もんだい

cos x

２．次の定積分を求めよ。
つぎ ていせきぶん もと

1
例題 ∫ dx
れい だい

① sin2 x

1 1 1
＝ [－ ] ＝ (－ )－ (－ )tan x tan tan

1
＝ 1 －

Ö3

1
問題 ∫ dx
もんだい

①
cos2 x

1
例題 ∫ dx
れい だい

②
tan x

cos x (sin x)'
＝∫ dx ＝∫ dx

sin x sin x

Ö2
＝ [ log | sin x | ] ＝ log | 1 |－ log | |2

Ö2 1
＝－ log = log 22 2

問題 ∫ tan x dx
もんだい
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３．次の定積分を求めよ。
つぎ ていせきぶん もと

例題 ∫ cos2 x sin x dx
れい だい

① 0

＝－∫ cos2 x ( cos x )' dx
0

1
＝ － [ ( cos x )3 ]3 0

1 π 1
＝ － { ( cos )3 }＋ { ( cos 0 )3 }3 3 3

1 1 1 7
＝－ ( )3 ＋ ( 1 )3 ＝3 2 3 24

問題 ∫ sin3 x cos x dx
もんだい

① 0

例題 ∫ sin3 x dx
れい だい

② 0

＝ ∫ ( 1 － cos2 x ) sin x dx
0

dt
cos x ＝ t とおくと ＝－ sin x

dx

x 0 →∫ ( 1 － cos2 x ) sin x dx
0 t 1 → 0

0 1
＝－∫ ( 1 － t2 ) dt ＝∫ ( 1 － t2 ) dt

1 0

t2 1 12 02 2
＝ [ t － ] ＝ ( 1 － )－ ( 0 － ) ＝3 0 3 3 3

問題 ∫ cos3 x dx
もんだい
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