
( ) ( ) ( ) ( )数学Ⅲ 体積 ① 課題 年 組 番
たいせき か だい

．次の立体の体積 を定積分を用いて求めよ。１ V
つぎ りったい たいせき ていせきぶん もち もと

例題 底面が一辺 の正方形で，高さが の四角錐8 6
れいだい ていめん いっぺん せいほうけい たか し か く す い

四角錐の頂 点から底面に垂線を下ろし，これを 軸x
し か く す い ちょうてん ていめん すいせん お じく

とし，頂 点を原点とする。
ちょうてん げんてん

座標が である点を通り 軸に垂 直な平面で四角錐x x
ざひょう てん とお じく すいちょく へいめん し か く す い

を切った断面積を とし，底面積を とする。S x S( )
き だんめんせき ていめんせき

8 × 8 64S＝ ＝

2断面と底面は相似であるから ： ＝ ：S x S x( ) 2 6
だんめん ていめん そ う じ

S x x S6 × ×2 ( ) ＝ 2

2 2 2x x x64 16
＝ ＝ ＝S x S( )

36 962

6
V S x dx＝ ∫ ( )

0

6 2 3 616 16x x[ ]＝ ＝∫ d x
00 9 9 3

3 316 6 0
128＝ － ＝( )9 3 3

問題 底面が一辺 の正方形で，高さが の四角錐6 8
もんだい ていめん いっぺん せいほうけい たか し か く す い

四角錐の頂 点から底面に垂線を下ろし，これを 軸x
し か く す い ちょうてん ていめん すいせん お じく

とし，頂 点を原点とする。
ちょうてん げんてん

座標が である点を通り 軸に垂 直な平面で四角錐x x
ざひょう てん とお じく すいちょく へいめん し か く す い

を切った断面積を とし，底面積を とする。S x S( )
き だんめんせき ていめんせき

．次の式を を用いて 表 せ。２ cos 2 x
つぎ しき もち あらわ

x例題 sin2
れいだい

x x x x x xcos 2 x ＝ ＋ ＝ －cos cos cos sin sin( )

x x x x＝ － ＝ － －cos sin 1 sin sin2 2 2 2( )

x＝ －1 2 sin2

x1 cos 2－
よって ＝sin2 x

2

x問題 cos2
もんだい

次の曲 線を 軸のまわりに回転してできる回転体の体積３． x
つぎ きょくせん じく かいてん かいてんたい たいせき

を求めよ。V
もと

例題 ＝ ≦ ≦π を 軸のまわりにy x x xsin 2 0( )
れいだい じく

回転してできる回転体の体積 を求めよ。V
かいてん かいてんたい たいせき もと

π π
V y dx x dx＝ π ＝ π∫ ∫2 2sin 2

0 0

ππ 1 cos 4－ x x xsin 4 ]＝ π ＝π －∫ dx [ 00 2 2 8

sin 4 sin 0π π ( 0{ ( ) ) }＝ π － － －2 8 2 8
2π

＝ 2

問題 ＝ ≦ ≦π を 軸のまわりにy x x xcos 2 0( )
もんだい じく

回転してできる回転体の体積 を求めよ。V
かいてん かいてんたい たいせき もと



( ) ( ) ( ) ( )数学Ⅲ 体積 ② 課題 年 組 番
たいせき か だい

．次の立体の体積 を定積分を用いて求めよ。１ V
つぎ りったい たいせき ていせきぶん もち もと

例題 底面が半径 の円で，高さが の円錐3 4
れいだい ていめん はんけい えん たか えんすい

円錐の頂 点から底面に垂線を下ろし，これを 軸x
えんすい ちょうてん ていめん すいせん お じく

とし，頂 点を原点とする。
ちょうてん げんてん

座標が である点を通り 軸に垂 直な平面で円錐x x
ざひょう てん とお じく すいちょく へいめん えんすい

を切った断面積を とし，底面積を とする。S x S( )
き だんめんせき ていめんせき

2断面と底面は相似であるから ： ＝ ：S x S x( ) 2 4
だんめん ていめん そ う じ

＝π ＝ πS × 3 92

2断面と底面は相似であるから ： ＝ ：S x S x( ) 2 4
だんめん ていめん そ う じ

S x x S8 × ×2 ( ) ＝ 2

πx x2 29
＝ ＝S x S( )

1642

4
V S x dx＝ ∫ ( )

0

4 2 3 49 9x xπ π [ ]＝ ＝∫ d x
00 16 16 3

3 39 4 0π
＝ － ＝ π( ) 1216 3 3

問題 底面が半径 の円で，高さが の円錐2 6
もんだい ていめん はんけい えん たか えんすい

円錐の頂 点から底面に垂線を下ろし，これを 軸x
えんすい ちょうてん ていめん すいせん お じく

とし，頂 点を原点とする。
ちょうてん げんてん

座標が である点を通り 軸に垂 直な平面で円錐x x
ざひょう てん とお じく すいちょく へいめん えんすい

を切った断面積を とし，底面積を とする。S x S( )
き だんめんせき ていめんせき

次の曲 線を 軸のまわりに回転してできる回転体の体積２． x
つぎ きょくせん じく かいてん かいてんたい たいせき

を求めよ。V
もと

例題① ＝ ≦ ≦ を 軸のまわりにy x xÖ2 x ( )0 2
れいだい じく

回転してできる回転体の体積 を求めよ。V
かいてん かいてんたい たいせき もと

2 2
V y dx dx＝ π ＝ π∫ ∫2 ( )Ö2 x

2

0 0

2 2]＝ π ＝π∫ 2 x dx x[ 2
00

＝ π － ＝ π( )2 0 42 2

問題① ＝ ≦ ≦ を 軸のまわりにy x xÖ3 x ( )0 3
もんだい じく

回転してできる回転体の体積 を求めよ。V
かいてん かいてんたい たいせき もと

例題② ＝ － ≦ ≦ を 軸のまわりにy x xÖ4 － x2 ( )2 2
れいだい じく

回転してできる回転体の体積 を求めよ。V
かいてん かいてんたい たいせき もと

2 2
V y dx dx＝ π ＝ π∫ ∫2 ( )Ö4 － x2 2

2 2－ －

2 2x3[ ]＝ π ＝π －∫ ( )4 － x2 dx x4
2 2－ －3

8 8 32
＝ π － － － ＋ ＝ π{ }( ) ( )8 8

3 3 3

問題② ＝ － ≦ ≦ を 軸のまわりにy x xÖ9 － x2 ( )3 3
もんだい じく

回転してできる回転体の体積 を求めよ。V
かいてん かいてんたい たいせき もと



( ) ( ) ( ) ( )数学Ⅲ 体積 ③ 課題 年 組 番
たいせき か だい

．次の立体の体積 を求めよ。１ V
つぎ りったい たいせき もと

例題 半径 の円 がある。直 径 上 の点 を2 O AB P
れいだい はんけい えん ちょっけい じょう てん

通り， に垂 直な弦 を底辺とする正三角形AB QR
とお すいちょく げん ていへん せいさんかくけい

を円 の面に対して垂 直に作る。O
えん めん たい すいちょく つく

が から まで動くとき，この三角形が通過してP A B
うご さんかっけい つ う か

できる立体の体積 を求めよ。V
りったい たいせき もと

B
2R h

円の中 心を原点に， を 軸AB x
えん ちゅうしん げんてん じく

P
O Qにとる。点 の座標を とする。P x

てん ざひょう

A
2－

直角三角形 に三平方の定理を用いるとOPR
ちょっかくさんかっけい さんへいほう て い り もち

2 2PR＝Ö2 － x

2 2正三角形の高さ は ＝ ＝ －h h xÖ3 3 2PR Ö Ö
せいさんかくけい たか

正三角形の面積 はS x( )
せいさんかくけい めんせき

1 ( )S x h x( )＝ ＝ －× 2PR × 2Ö3 2 2
2

2 2
V S x dx x dx＝ ＝ －∫ ∫( ) Ö3 ( )22 2

2 2－ －

2
x dx＝ －2 2Ö3 ∫ ( )2 2

0

32x3 2
3 3＝ － ＝2 4Ö Ö[ ]x

3 30

問題 半径 の円がある。 の直 径 上 の点 を3 O AB P
もんだい はんけい えん ちょっけい じょう てん

通り， に垂 直な弦 を底辺とする高さ のAB QR PR
とお すいちょく げん ていへん たか

。直角二等辺三角形を円 の面に対して垂 直に作るO
ちょっかくにとうへんさんかくけい えん めん たい すいちょく つく

が から まで動くとき，この三角形が通過してP A B
うご さんかっけい つ う か

できる立体の体積 を求めよ。V
りったい たいせき もと

B
3R

円の中 心を原点に， を 軸AB x
えん ちゅうしん げんてん じく

P
O Qにとる。点 の座標を とする。P x

てん ざひょう

A
3－

．次の回転体の体積 を求めよ。２ V
つぎ かいてんたい たいせき もと

例題 直 線 ＝ と曲 線 ＝ で囲まれた図形をy x y Ö2 x
れいだい ちょくせん きょくせん かこ ず け い

軸の周りで回転させる。x
じく まわ かいてん

このときにできる回転体の体積 を求めよ。V
かいてんたい たいせき もと

0 , 2交点の 座標を求めると ＝x x
こうてん ざひょう もと

x x x＝ よって ＝Ö2 x 2 2

2 0 , 2 0x x x x2 － ＝ － ＝( )
＜ ＜ のとき， ＞ であるから0 2x xÖ2 x

求める体積 はV
もと たいせき

2
V x dx＝ π －∫ { ( ) }Ö2 x

2 2
0

42 2x3
＝π － ＝ － ＝∫ ( )2 x x dx x2 2[ ]3 30 0

問題 直 線 ＝ と曲 線 ＝ で囲まれた図形をy x y Ö4 x
もんだい ちょくせん きょくせん かこ ず け い

①
軸の周りで回転させる。x
じく まわ かいてん

このときにできる回転体の体積 を求めよ。V
かいてんたい たいせき もと

問題 直 線 ＝ と曲 線 ＝ で囲まれた図形y x y x3 3 2
もんだい ちょくせん きょくせん かこ ず け い

②
を 軸の周りで回転させる。x

じく まわ かいてん

このときにできる回転体の体積 を求めよ。V
かいてんたい たいせき もと



( ) ( ) ( ) ( )数学Ⅲ 体積(回転体) ① 課題 年 組 番
たいせき かいてんたい か だい

．次の図形を 軸の周りで 回転した体積 を求めよ。１ x V1
つぎ ず け い じく まわ かいてん たいせき もと

2 2x y
1例題 ＋ ＝

れいだい

2 25 4

( ) ( )この楕円と 軸の交点の座標は －x 5 , 0 5 , 0,
だ え ん じく こうてん ざひょう

24
＝ － であるから回転体の体積 はy x V2 2( )52

かいてんたい たいせき

25

5
V y dx＝ π∫ 2

5－

25 4
x dx＝ π －∫ ( )52 2

2
－5 5

542
x dx＝ π －2 × 5∫ ( )2 2

052

542 x3

[ ]＝ π －2 × 52 x
052 3

34 52

( )＝ π －2 × 53
352

320
＝ π3

2 2x y
1問題 ＋ ＝

もんだい

2 23 2

．次の図形を 軸の周りで 回転した体積 を求めよ。２ y V1
つぎ ず け い じく まわ かいてん たいせき もと

例題 ＝ － と ＝ で囲まれた部分y x y2 4 1
れいだい かこ ぶ ぶ ん

( ) ( )この図形と 軸の交点の座標は －y 0, 4 0 , 1,
ず け い じく こうてん ざひょう

＝ ＋ であるから回転体の体積 はx y V2 4
かいてんたい たいせき

1
V x dy＝ π∫ 2

4－

1
y dy＝ π ＋∫ ( )4

4－

1y2

[ ]＝ π ＋ 4 y
42 －

2 21 4( )－ }＝ π ＋ － －{ ( ) ( )4 162 2

25
＝ π2

問題① ＝－ ＋ と ＝ で囲まれた部分y x y2 4 0
もんだい かこ ぶ ぶ ん

2 2x y
1問題② ＋ ＝

もんだい

2 22 3



( ) ( ) ( ) ( )数学Ⅲ 体積(回転体) ② 課題 年 組 番
たいせき かいてんたい か だい

例題 ＝ と ＝ － で囲まれた部分を 軸のy x y x x x2 3
れいだい かこ ぶ ぶ ん じく

周りで 回転した体積 を求めよ。1 V
まわ かいてん たいせき もと

＝ － と 軸の交点の 座標はy x x x x2 3
じく こうてん ざひょう

3 3 3 0x x x x x x2 2－ ＝ － ＝ － ＝( )

＝ と ＝ － の交点の 座標はy x y x x x2 3
こうてん ざひょう

－ ＝ － ＝ － ＝ よりx x x x x x x2 23 , 4 4 0( )

0 , 4x ＝

＝－ と ＝ － の交点の 座標はy x y x x x2 3
こうてん ざひょう

－ ＝－ － ＝ － ＝ よりx x x x x x x2 23 , 2 2 0( )

0 , 2x ＝

≦ ≦ のとき(1) 0 2x

図形は 軸を跨ぎ， ＝ － が外形になる。x y x x2 3
ず け い じく また がいけい

2
V x x dx1＝ π －∫ ( )2 3 2

0

3 32x x5 4 2
＝ π － ＋ ＝ π[ ]3 x3

5 2 50

≦ ≦ のとき(2) 2 3x

図形は 軸を跨ぎ， ＝ が外形になる。x y x
ず け い じく また がいけい

193 3x3
＝ π ＝π ＝ πV x dx2 ∫ ( )2 [ ]3 32 2

≦ ≦ のとき(3) 3 4x

図形は 軸を跨がない。x
ず け い じく また

外側の体積から，内側の体積を引く。
そとがわ たいせき うちがわ たいせき ひ

4 4
V x dx x x dx3＝ π － π －∫ ∫( ) ( )2 22 3

3 3

4 4x x x3 5 43[ ] [ ]＝ π － π － ＋ 3 x3
3 33 5 2

37 47
＝ π－ π

3 10

≦ ≦ のとき(4) 0 4x

1 2 3V V V V＝ ＋ ＋

32 19 37 47
＝ π＋ π＋ π－ π

5 3 3 10

611
＝ π

30

問題 ＝ と ＝ － で囲まれた部分を 軸のy x y x x x2 2
もんだい かこ ぶ ぶ ん じく

周りで 回転した体積 を求めよ。1 V
まわ かいてん たいせき もと



( ) ( ) ( ) ( )数学Ⅲ 体積( の周りの回転体) 課題 年 組 番y x＝
たいせき まわ かいてんたい か だい

例題 曲 線 ＝ と 直 線 ＝ との原点 以外のy Öx y x O
れいだい きょくせん ちょくせん げんてん い がい

交点を とする。この曲 線と直 線で囲まれるA
こう てん きょくせん ちょくせん かこ

部分を ＝ の周りで 回転して得られる立体y x 1
ぶ ぶん まわ かいてん え りったい

の体積 を求めよ。V
たいせき もと

A

曲 線 上の点 からP ,( )x Öx
きょくせんじょう てん

P
＝ と 軸に，それぞれ垂線y x x

じく すいせん

HPH, PQ PH ,垂線 を引き ＝, h
すいせん ひ

R

OOH ＝ とする。t

Q( )0 ≦ ≦t Ö2

点 と直 線 ＋ ＋ ＝ との距離は( )x y a x b y c0 0, 0
てん ちょくせん き ょ り

| |a x b y c0 0＋ ＋
であるから

2 2Öa b＋

x x| |－ －Ö Öx x
＝ ＝h

2 2Ö Ö

垂線 と ＝ との交点を とするとPQ Ry x
すいせん こうてん

＝ ＋ ＝ ＋ であるからOH OR RH OR PH

x xÖ Öx x－ ＋
＝ ＋ ＝t xÖ2

2 2Ö Ö

1 1dt ( )＝ ＋ 1
xdx Ö Ö2 2

したがって

2Ö
V dt＝ π∫ PH2

0

1 11 Öx － x dx＝ π ＋∫ ( ) ( )2
× 1

x0 Ö Ö Ö2 2 2

1π 1
x x x dx＝ － ＋ ＋∫ ( ) ( )2 1Öx 2

x2 2Ö Ö0 2

3 1π 1
x x x dx＝ － ＋∫ ( )2 Ö Öx2 22 2Ö 0

1
π 1 3 1 ]＝ － ＋[ x x x x x3 2 Ö Ö

02 2Ö 3 5 3

π π1 3 1 2Ö
＝ － ＋ ＝( )2 2 60Ö 3 5 3

1 x

1
y

問題 曲 線 ＝ と 直 線 ＝ との原点 以外のy x y x2 O
もんだい きょくせん ちょくせん げんてん い がい

交点を とする。この曲 線と直 線で囲まれるA
こう てん きょくせん ちょくせん かこ

部分を ＝ の周りで 回転して得られる立体y x 1
ぶ ぶん まわ かいてん え りっ たい

の体積 を求めよ。V
たい せき もと

A

曲 線 上の点 からP ,( )x x2
きょくせんじょう てん

Ry x＝ と 軸に，それぞれ垂線x
じく すいせん

H
PH, PQ PH ,垂線 を引き ＝, h

すいせん ひ

P
OOH ＝ とする。t

Q( )0 ≦ ≦t Ö2
1 x

1
y




