
数学Ⅲ 方程式・不等式への応用 ① 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ほうていしき ふ と う し き おうよう か だい

１．x＞ 0のとき，次の不等式を証 明せよ。
つぎ ふ と う し き しょうめい

Prove the following inequality when x ＞ 0.

x2
例題① x＞ 0 のとき , ex＞
れい だい

2
x2f (x)＝ ex － とおくと f ' (x)＝ ex － x2

x＞0のとき, ex ＞ x であるから f ' (x)＞0

よって, f (x) は x ≧0 で増加する。
ぞ う か

ゆえに，x ＞0のとき , f (x)＞ f (0)＝1
x2

したがって，x ＞0 のとき , ex＞ Q.E.D2

問題① x＞ 0 のとき , ex ＞ x
もんだい

例題② log x ＜ x3
れい だい

f (x)＝ x3－ log x とおくと

1 3 x3－1f ' (x)＝3 x2－ ＝
x x

1f (x)の最小値は x ＝ のとき,
さいしょうち

3Ö3

1 1 1
－ log ＝ ( 1＋ log 3 ) ＞0
3 3Ö3 3

したがって，x ＞0のとき, log x＜ x3 Q.E.D

1x 0 ･･･ ･･･3Ö3

f ' (x) － 0 ＋

1f (x) → ( 1＋ log 3 ) →3

問題② log x ＜ x2
もんだい

２．aを定数とするとき，次の方程式の異なる実数解の
ていすう つぎ ほうていしき こと じっすうかい

個数を求めよ。
こ す う もと

Find the number of different real solutions to the following equation
when a is a constant.

2 1
例題 1 ＋ ＋ ＝ a の異なる実数解の個数を
れい だい こと じっすうかい こ す う

x x2

求めよ。
もと

2 1f (x)＝1＋ ＋ とおくと
x x2

2 2 2 (x ＋1)f ' (x)＝－ － ＝－
x2 x3 x3

lim f (x)＝1, lim f (x)＝∞ , lim f (x)＝∞ , lim f (x)＝1
x→－∞ x→－0 x→＋0 x→∞

y ＝ f (x)と y ＝ a の共 有 点の個数が求める実数解の
きょうゆうてん こ す う もと じっすうかい

個数と一致するから
こ す う い っ ち

a＜0のとき 0個 , a＝0のとき 1個
こ こ

0＜ a ＜1のとき 2個 , a＝1のとき 0個
こ こ

a＞1のとき 2個
こ

x ･･･ －1 ･･･ 0 ･･･

f ' (x) － 0 ＋ －

f (x) → 0 →
→

4 4
問題 1 ＋ ＋ ＝ a の異なる実数解の個数を
もんだい こと じっすうかい こ す う

x x2

求めよ。
もと

x

f ' (x)

f (x)



数学Ⅲ 方程式・不等式への応用 ② 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ほうていしき ふ と う し き おうよう か だい

１．aを定数とするとき，次の方程式の異なる実数解の
ていすう つぎ ほうていしき こと じっすうかい

個数を求めよ。
こ す う もと

ex
例題 ＝ aの異なる実数解の個数を求めよ。
れい だい こと じっすうかい こ す う もと

x2

ex
f (x)＝ とおくと

x2

(ex)' x2－ ex (x2)' ex ( x－ 2 )f ' (x)＝ ＝(x2)2 x3

lim f (x)＝ 0, lim f (x)＝∞ , lim f (x)＝∞ , lim f (x)＝∞
x→－∞ x→－0 x→＋0 x→∞

y＝ f (x)と y＝ a の共 有 点の個数が求める実数解の
きょうゆうてん こ す う もと じっすうかい

個数と一致するから
こ す う い っ ち

e2
a≦ 0 のとき 0 個 0 ＜ a＜ のとき 1 個

こ こ

4
e2 e2

a ＝ のとき 2 個 a ＞ のとき 3 個
こ こ

4 4

x ･･･ 0 ･･･ 2 ･･･

f ' (x) ＋ － 0 ＋

e2
f (x) →

→
→4

x
問題 ＝ aの異なる実数解の個数を求めよ。
もんだい こと じっすうかい こ す う もと

ex

x

f ' (x)

f (x)

２．次の不等式を証 明せよ。
つぎ ふ と う し き しょうめい

例題① log ( x－ 1 )＜ x
れい だい

f (x)＝ x － log ( x － 1 ) とおくと 定義域は x ＞ 1
て い ぎ い き

1 x－ 2f ' (x)＝ 1 － ＝
x － 1 x－ 1

f (x)の最小値は x＝ 2 のとき , 2 ＞ 0
さいしょうち

したがって，x ＞ 0 のとき , log ( x － 1 )＜ x Q.E.D

x 1 ・・・ 2 ・・・

f ' (x)

f (x)

問題① log ( x ＋ 1 )≦ x
もんだい

x

f ' (x)

f (x)

例題② x＞ 0のとき , ex ＞ 1 ＋ x
れい だい

f (x)＝ ex － ( 1 ＋ x ) とおくと f ' (x)＝ ex － 1

x ＞ 0 のとき , ex ＞ 1 であるから f ' (x)＞ 0

よって , f (x)は x ≧ 0 で増加する。
ぞ う か

ゆえに，x ＞ 0 のとき , f (x)＞ f (0)＝ 0

したがって，x ＞ 0 のとき , ex＞ 1 ＋ x Q.E.D

x2
問題② x＞ 0のとき , ex＞ 1＋ x＋
もんだい

2





数学Ⅲ 方程式・不等式への応用 ③ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ほうていしき ふ と う し き おうよう か だい

１．aを定数とするとき，次の方程式の異なる実数解の
ていすう つぎ ほうていしき こと じっすうかい

個数を求めよ。
こ す う もと

例題 x3＝ a (x－ 2)の異なる実数解の個数を求めよ。
れい だい こと じっすうかい こ す う もと

x3
f (x)＝ とおくと

x－ 2

(x3)' (x－ 2)－ x3 (x－ 2)'f ' (x)＝ (x － 2)2

3x3－ 6 x2－ x3 2 x2 (x－ 3)
＝ ＝(x － 2)2 (x － 2)2

lim f (x)＝∞ , lim f (x)＝－∞ , lim f (x)＝∞ , lim f (x)＝∞
x→－∞ x→2－0 x→2＋0 x→∞

y＝ f (x)と y＝ a の共 有 点の個数が求める実数解の
きょうゆうてん こ す う もと じっすうかい

個数と一致するから
こ す う い っ ち

a＞ 27 のとき 3 個 , a＝ 27 のとき 2 個
こ こ

a＜ 27 のとき 1 個
こ

x ･･･ 0 ･･･ 2 ･･･ 3 ･･･

f ' (x) － 0 － － 0 ＋

f (x) → 0 → → 27 →

問題 x3－a x－2＝ 0の異なる実数解の個数を求めよ。
もんだい こと じっすうかい こ す う もと

x

f ' (x)

f (x)

２．次の不等式を証 明せよ。
つぎ ふ と う し き しょうめい

例題 x ＞ 0 のとき，x ＞ sin x
れい だい

f (x)＝ x － sin x とおくと，実数全体で微分可能
じっすうぜんたい び ぶ ん か の う

f ' (x)＝ 1 － cos x ≧ 0 であるから

f (x)はつねに増加する。
ぞ う か

ゆえに，x ＞ 0 ならば f (x) ＞ f (0)＝ 0

すなわち，x ＞ 0 のとき，x ＞ sin x Q.E.D

1
問題① x＞ 0のとき，cos x ＞ 1 － x2
もんだい

2

1
問題② x＞ 0のとき，sin x＞ x － x3
もんだい

6

問題③ x＞ 0のとき，ex ＞ 1 ＋ x
もんだい



数学Ⅲ 方程式・不等式への応用 ④ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ほうていしき ふ と う し き おうよう か だい

１．aを定数とするとき，次の方程式の異なる実数解の
ていすう つぎ ほうていしき こと じっすうかい

個数を求めよ。
こ す う もと

例題 a x＝ log x の異なる実数解の個数を求めよ。
れい だい こと じっすうかい こ す う もと

log xf (x)＝ とおくと , 定義域は x ＞ 0
て い ぎ い き

x

(log x)' x － log x (x)' 1 － log xf ' (x)＝ ＝
x2 x2

f ' (x)＝ 0 となるのは log x ＝ 1 より x ＝ e

lim f (x)＝∞ , lim f (x)＝ 0
x→＋0 x→∞

y＝ f (x)と y＝ a の共 有 点の個数が求める実数解の
きょうゆうてん こ す う もと じっすうかい

個数と一致するから
こ す う い っ ち

1 1
a＞ のとき 0 個 , a＝ のとき 1個

こ こ

e e
10＜ a＜ のとき 2 個 , a≦ 0 のとき 1個

こ こ

e

x 0 ･･･ e ･･･ ∞

f ' (x) ＋ 0 －

1f (x) →
→ 0e

問題 a x＝ ( log x )2の異なる実数解の個数を求めよ。
もんだい こと じっすうかい こ す う もと

x

f ' (x)

f (x)

２．次の不等式を証 明せよ。
つぎ ふ と う し き しょうめい

a＋b＋c＋x
例題 f (x)＝ －

4Öa b c x の最 小 値を
れい だい さいしょう ち

4
a＋b＋c＋x

求め， ≧
4Öa b c x を 証 明せよ。

もと しょうめい

4

a , b, cは正の定数，x＞ 0とする。
せい てい すう

1 1 4Öa b c 0 ･･･ 3Öabc ･･･f ' (x)＝ － x
4 4 4Öx3

f ' (x) － 0 +
1 4Öa b c →

→＝ ( 1 － ) f (x)
4 4Öx3

f ' (x)＝ 0 になるのは x ＝ 3Öa b c

a＋b＋c＋ 3Öa b c 4Öf (3Öa b c )＝ － a b c 3Öa b c
4

a＋b＋c＋ 3Öa b c
＝ －

3Öa b c
4

a＋b＋c－3 3Öa b c
＝

4

A＝ 3Öa , B ＝ 3Öb , C ＝ 3Öc とすると

a＋b＋c－3 3Öa b c A3
＋B3
＋C3
－3ABC

＝
4 4

1
＝ (A＋B＋C) (A2

＋B2
＋C2
－AB－BC－CA)4

1
＝ (A＋B＋C) { (A－B)2＋(B－C)2＋(C－A)2 }≧ 08

a＋b＋c＋x
よって ≧

4Öa b c x Q.E.D
4

a ＋ b ＋ x
問題 f (x)＝ －

3Öa b x の最 小 値を
もんだい さいしょう ち

3
a ＋ b ＋ x

求め， ≧
3Öa b x を 証 明せよ。

もと しょうめい

3

a , b は正の定数，x＞ 0 とする。
せい てい すう


