
数学Ⅲ 無限等比数列 ① 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
む げん とう ひ すうれつ か だい

１．第 n 項が次の式で 表 される数列の 極 限を調べよ。
だい こう つぎ しき あらわ すう れつ きょくげん しら

Find the limit of the sequence whose nth term is
expressed by the following formula.

例題 問題
れいだい もん だい

Ö2
①数列 {(Ö2 )n} ①数列 )n}すうれつ すうれつ {( 2

Ö2 ＞1 より

lim (Ö2 )n＝∞
n→∞

3
②数列 )n} ②数列 {(－Ö3 )n}

すうれつ すうれつ{( 4

3
＜1 より

4

( 3
lim )n

＝0
n→∞ 4

4 1
③数列 )n} ③数列 )n}すうれつ すうれつ{(－ 3 {(－ 2

4
－ ＜－1 より
3

振動する vibrate
しんどう

3 Ö5
③数列 )n} ④数列 )n}すうれつ すうれつ{( 3 {( 2

3
＝1 より

3

( 3
lim )n

＝1
n→∞ 3

２．次の数列が 収 束するような x の 値 の範囲を求めよ。
つぎ すうれつ しゅうそく あたい はん い もと

また，そのときの極限値を求めよ。
きょくげんち もと

Find the range of x values such that the following sequence converges.
Also, find the limit value at that time.

例題 問題
れいだい もん だい

x
数列 {( x ＋ 1 )n} 数列 )n}すうれつ すう れつ {( 3

収 束するための
しゅうそく

必要十 分条 件は
ひつようじゅうぶんじょうけん

－1 ＜ x＋1 ≦1

すなわち

－2 ＜ x ≦0

極限値は
きょくげんち

－2 ＜ x ＜0 のとき 0

x＝0 のとき 1

３．次の極 限を求めよ。 Find the next limit value.
つぎ きょくげん もと

例題 問題
れいだい もんだい

3n
－ 2n 5n

－ 3n
① lim ① lim

n→∞ 3n＋ 2n n→∞ 5n＋ 3n

2
1－ ( )n

3
＝ lim

n→∞ 2
1＋ ( )n

3

＝ 1

3n＋ 2n 4n＋ 2n
② lim ② lim

n→∞ 4n n→∞ 5n

3 2( )n )n4
＋( 4

＝ lim
n→∞ 1

＝ 0

4n
－ 2n 5n

－ 3n
③ lim ③ lim

n→∞ 3n n→∞ 4n

4 2( )n )n3
－( 3

＝ lim
n→∞ 1

＝∞

４．次の数列{ an }の 極限 を求めよ。
つぎ すう れつ きょくげん もと

Find the limit value of the following sequence { an }.
1

例題 a1＝ 1, an+1＝ an ＋ 2
れい だい

3
1

※特性方程式 X ＝ X＋2 より X＝3
とくせいほうていしき

3

与えられた漸化式を変形すると
あた ぜん か しき へんけい

1an+1－3 ＝ ( an －3 ) , a1－3 ＝－23

1 －1
よって an－3 ＝－2 ( )n3

lim ( an－3 )＝0 より lim an＝3
n→∞ n→∞

1
問題 a1＝ 1, an+1＝ an ＋ 2
もんだい

2



数学Ⅲ 無限等比数列 ② 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
む げん とう ひ すうれつ か だい

１．第 n 項が次の式で 表 される数列の 極 限を調べよ。
だい こう つぎ しき あらわ すう れつ きょくげん しら

Find the limit of the sequence whose nth term is
expressed by the following formula.

例題 問題
れいだい もん だい

Ö5
①数列 {(Ö3 )n} ①数列 )n}すうれつ すうれつ {( 2

Ö3 ＞1 より

lim (Ö3 )n＝∞
n→∞

4
②数列 )n} ②数列 {(－Ö2 )n}

すうれつ すうれつ{( 5

4
＜1 より

5

( 4
lim )n

＝0
n→∞ 5

2 1
③数列 )n} ③数列 )n}すうれつ すうれつ{(－ 3 {(－ 2

2
－ ＜1 より
3

(－ 2
lim )n

＝0
n→∞ 3

6 Ö5
③数列 )n} ④数列 )n}すうれつ すうれつ{(－ 5 {( 3

6
－ ≦－1 より

5

振動する vibrate
しんどう

２．次の数列が 収 束するような x の 値 の範囲を求めよ。
つぎ すう れつ しゅうそく あたい はん い もと

また，そのときの極限値を求めよ。
きょくげんち もと

Find the range of x values such that the following sequence converges.
Also, find the limit value at that time.

例題 問題
れいだい もん だい

x
数列 )n} 数列{( x ＋ 2 )n}
すうれつ すう れつ{( 4

収 束するための
しゅうそく

必要十 分条 件は
ひつようじゅうぶんじょうけん

x
－1＜ ≦1

4

すなわち

－4 ＜ x ≦4

極限値は
きょくげんち

limit value

－4 ＜ x ＜4 のとき 0

x＝4のとき 1

３．次の極 限を求めよ。 Find the next limit value.
つぎ きょくげん もと

例題 問題
れいだい もんだい

4n
－ 3n 3n

＋ 2n
① lim ① lim

n→∞ 4n＋ 3n n→∞ 3n－ 2n

3
1－ ( )n

4
＝ lim

n→∞ 3
1＋ ( )n

4

＝1

2n－ 4n 2n－ 5n
② lim ② lim

n→∞ 3n n→∞ 4n

2 4( )n )n3
－( 3

＝ lim
n→∞ 1

＝－∞

3n
＋ 5n 3n

＋ 2n
③ lim ③ lim

n→∞ 6n n→∞ 5n

3 5( )n )n6
＋( 6

＝ lim
n→∞ 1

＝0

４．次の数列{ an }の 極限 を求めよ。
つぎ すう れつ きょくげん もと

Find the limit value of the following sequence { an }.
3

例題 a1＝ 1, an+1＝ an － 1
れい だい

4
3

※特性方程式 X ＝ X－1 より X＝－4
とくせいほうていしき

4

与えられた漸化式を変形すると
あた ぜん か しき へんけい

3an+1＋4 ＝ ( an ＋4 ) , a1＋4 ＝54

3 －1
よって an＋4 ＝5 ( )n4

lim ( an＋4 )＝0 より lim an＝－4n→∞ n→∞

2
問題 a1＝ 1, an+1＝ an － 2
もんだい

3



数学Ⅲ 無限等比数列 ③ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
む げん とう ひ すうれつ か だい

１．第 n 項が次の式で 表 される数列の 極 限を調べよ。
だい こう つぎ しき あらわ すう れつ きょくげん しら

Find the limit of the sequence whose nth term is
expressed by the following formula.

例題 問題
れいだい もん だい

1
①数列 {(Ö3 )n} ①数列 )n}すうれつ すうれつ {( Ö3

Ö3 ＞1 より

lim (Ö3 )n＝∞
n→∞

1
②数列 )n} ②数列 {(－Ö3 )n}

すうれつ すうれつ{(－ 2

1
－ ＜1 より

2

(－ 1
lim )n

＝0
n→∞ 2

3 Ö3
③数列 )n} ③数列 )n}すうれつ すうれつ{(－ 2 {(－ 2

3
－ ＜－1 より
2

振動する vibrate
しんどう

２．次の数列の極 限を，各場合について求めよ。
つぎ すう れつ きょくげん か く ば あ い もと

Find the range of x values such that the following sequence converges.
Also, find the limit value at that time.

例題 問題
れいだい もん だい

rn 2＋ rn
数列 } 数列 }すうれつ すう れつ{ 2 － rn { 2－ rn

① | r |＜ 1 ① | r |＜ 1

lim rn ＝0 より
n→∞

rn
lim ＝0

n→∞ 2－ rn

② r ＝ 1 ② r ＝ 1

lim rn ＝1 より
n→∞

rn
lim ＝1

n→∞ 2－ rn

③ r ＜－1 ③ r ＜－1

( 1
lim )n

＝0 より
n→∞ r

rn
lim

n→∞ 2－ rn

1
＝ lim ＝－1

n→∞ 2
－1

rn

３．次の極 限を求めよ。 Find the next limit value.
つぎ きょくげん もと

例題 問題
れいだい もんだい

2n
＋ 3n 4n

－ 3n
① lim ① lim

n→∞ 2n－ 3n n→∞ 4n－ 2n

2( )n ＋13
＝ lim

n→∞ 2( )n －13

＝－1

4n 3n
② lim ② lim

n→∞ 3n
－ 2n n→∞ 3n－ 2n

1
＝ lim

n→∞ 3 2( )n )n4
－( 4

＝∞

4n
＋ 2n 5n

－ 3n
③ lim ③ lim

n→∞ 5n n→∞ 4n

4 2( )n )n5
＋( 5

＝ lim
n→∞ 1

＝ 0

４．次の数列{ an }の 極限 を求めよ。
つぎ すう れつ きょくげん もと

Find the limit value of the following sequence { an }.
3

例題 a1＝ 2, an+1＝ an ＋ 1
れい だい

4
3

※特性方程式 X ＝ X＋1 より X＝4
とくせいほうていしき

4

与えられた漸化式を変形すると
あた ぜん か しき へんけい

3an+1－4 ＝ ( an －4 ) , a1－4 ＝－24

3 －1
よって an－4 ＝－2 ( )n4

lim ( an－4 )＝0 より lim an＝4
n→∞ n→∞

1
問題 a1＝ 2, an+1＝ an ＋ 3
もんだい

4



数学Ⅲ 無限等比数列(漸化式) ① 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
む げん とう ひ すうれつ ぜ ん か し き か だい

例題① a1＝ 2, 3 an+1＝ 2 an ＋ 1 の極限値を求めよ。
れいだい きょくげんち もと

Find the limit value.

特性方程式より 3 X＝2 X ＋1 より X ＝1
とくせいほうていしき

3 an+1＝2 an ＋1 は

2an+1－1＝ ( an －1 ) と変形できるへんけい

3

2an－1 は初項1 , 公比 の等比数列である。
しょこう こ う ひ と うひ す うれ つ

3

2an ＝ ( )n－1
＋1

3

2
よって lim an ＝ lim { ( )n

＋1 } ＝1
n →∞ 3

例題② a1＝ 1, an+1＝Ö2 an ＋ 3 の極限値を求めよ。
れい だい きょくげんち もと

Find the limit value.

特性方程式より X＝Ö2 X ＋3
とくせいほうていしき

X2 －2 X－3＝( X －3 ) ( X ＋1 )＝0
X＞0 より X＝3

2| an+1 －3 |＜ | an －3 | を示す。しめ

3

an+1－3 ＝ Ö2 an ＋3 －3

(Ö2 an ＋3 －3 ) (Ö2 an ＋3 ＋3 )
＝

Ö2 an ＋3 ＋3

2 an －6
＝
Ö2 an ＋3 ＋3

2
＝ ( an －3 )
Ö2 an ＋3 ＋3

ここで，a1＝1 と Ö2 an ＋3 ＋3 ＞3 より

2| an+1 －3 |＜ | an －3 |3

この漸化式を繰り返すと
ぜ ん か し き く かえ

2 2| an+1 －3 |＜ ( )n

| a1 －3 |＝ ( )n
× 2

3 3

2
よって 0≦| an+1 －3 | ＜ ( )n

× 2
3

はさみうちの原理より lim | an+1 －3 |＝0げ ん り

n →∞

lim an+1 ＝ lim an ＝3 になる。
n →∞ n →∞

問題① a1＝ 3, 5 an+1＝ 3 an ＋ 2 の極限値を求めよ。
もんだい きょくげんち もと

問題② a1＝ 1, an+1＝Ö3 an ＋ 4 の極限値を求めよ。
もんだい きょくげんち もと



数学Ⅲ 無限等比数列(漸化式) ② 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
む げん とう ひ すうれつ ぜ ん か し き か だい

例題① a1＝ 3, 4 an+1＝ 3 an ＋ 2 の極限値を求めよ。
れいだい きょくげんち もと

Find the limit value.

特性方程式より 4 X＝3 X ＋2 より X ＝2
とくせいほうていしき

4 an+1＝3 an ＋2 は

3an+1－2＝ ( an －2 ) と変形できる。へんけい

4

3an－2 は初項1 , 公比 の等比数列である。
しょこう こ う ひ と うひ す うれ つ

4

3an ＝ ( )n－1
＋2

4

3
よって lim an ＝ lim { ( )n

＋2 } ＝ 2
n →∞ 4

例題② a1＝ 1, an+1＝Öan ＋ 6 の極限値を求めよ。
れい だい きょくげんち もと

Find the limit value.

特性方程式より X＝ÖX ＋6
とくせいほうていしき

X2 － X－6＝( X －3 ) ( X ＋2 )＝0
X＞0 より X＝3

1| an+1 －3 |＜ | an －3 | を示す。しめ

3

an+1－3 ＝ Öan ＋6 －3

(Öan ＋6 －3 ) (Öan ＋6 ＋3 )
＝

Öan ＋6 ＋3

an －3
＝

Öan ＋6 ＋3

1
＝ ( an －3 )
Öan ＋6 ＋3

ここで，a1＝1 とÖan ＋6 ＋3 ＞3 より

1| an+1 －3 |＜ | an －3 |3

この漸化式を繰り返すと
ぜ ん か し き く かえ

1 1| an+1 －3 |＜ ( )n

| a1 －3 |＝ ( )n
× 1

3 3

1
よって 0≦| an+1 －3 | ＜ ( )n

3

はさみうちの原理より lim | an+1 －3 |＝0げ ん り

n →∞

lim an+1 ＝ lim an ＝3 になる。
n →∞ n →∞

問題① a1＝ 2 , 4 an+1＝ an ＋ 3 の極限値を求めよ。
もんだい きょくげんち もと

問題② a1＝ 1, an+1＝Öan ＋ 2 の極限値を求めよ。
もんだい きょくげんち もと



数学Ⅲ 無限等比数列(漸化式) ③ 課題 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
む げん とう ひ すうれつ ぜ ん か し き か だい

例題① a1＝ 1, an+1＝Öan ＋ 1 ＋ 1 のとき，
れいだい

0＜ an ＜ 3 を示せ。
しめ

[1] n＝1 のとき 0＜ a1＝1 ＜3

[2] n＝ k のとき 0＜ ak ＜3 とすると

3－ ak+1＝3－ ( Öak ＋1＋1 ) ＝2－Öak＋1

1 ＜Öak＋1 ＜2 より 3－ ak+1 ＞0

明らかに ak+1 ＞0 であるから
あき

n＝ k ＋1 のときも0＜ ak+1 ＜3 が 成り立つ。
な た

[1], [2]より , 0＜ an ＜3 が成り立つ。
な た

例題② a1＝ 1, an+1＝Öan ＋ 1 ＋ 1 のとき，
れいだい

an の極限値を求めよ。
きょくげんち もと

Find the limit value.

特性方程式より X＝ÖX ＋1 ＋1 より X＝3
とくせいほうていしき

3－ an+1 ＝3－ ( Öan ＋1＋1 )

＝2－Öan ＋1

(2－Öan ＋1 ) (2＋Öan ＋1 )
＝

2＋Öan ＋1

1
＝ ( 3－ an )
2＋Öan ＋1

0＜ an ＜3 であるから

1| an+1 －3 |＜ | an －3 |3

この漸化式を繰り返すと
ぜ ん か し き く かえ

1 2| an+1 －3 |＜ ( )n

| a1 －3 |＝ ( )n
× 2

3 3

1
よって 0≦| an+1 －3 | ＜ ( )n

× 2
3

はさみうちの原理より lim | an+1 －3 |＝0げ ん り

n →∞

lim an+1 ＝ lim an ＝3 になる。
n →∞ n →∞

問題① a1＝ 1, an+1＝Öan ＋ 4 ＋ 2 のとき，
もんだい

0 ＜ an ＜ 5 を示せ。
しめ

問題② a1＝ 1, an+1＝Öan ＋ 4 ＋ 2 のとき，
もんだい

an の極限値を求めよ。
きょくげんち もと

Find the limit value. ]


