
( ) ( ) ( ) ( )数学Ｂ ベクトルの内積 課題 年 組 番
ないせき か だい

． と のなす角をθとする。内積 ･ を求めよ。１ a b a b
かく ないせき もと

例題 問題
れい だい もんだい

2 3 2 2① ＝ ＝ ① ＝ ＝a b a b, ,Ö Ö

θ＝ ﾟ θ＝ ﾟ30 30

a b･

＝ ﾟa b cos 30

1
2 × 3 × 3＝ ＝Ö Ö2

2 2 2 3② ＝ ＝ ② ＝ ＝a b a b, ,Ö

θ＝ ﾟ θ＝ ﾟ45 45

a b･

＝ ﾟa b cos 45

2Ö
2 × 2 × 2＝ ＝Ö 2

2 1 2 3③ ＝ ＝ ③ ＝ ＝a b a b, , Ö

θ＝ ﾟ θ＝ ﾟ60 60

a b･

＝ ﾟa b cos 60

3Ö
2 × 1 × 3＝ ＝Ö2

．次のベクトル の内積 ･ を求めよ。２ a b a b,
つぎ ない せき もと

例題 問題
れい だい もん だい

( ) ( )① ＝ ① ＝a a1 , 2 1 , 3

( ) ( )b b＝ － ＝1 , 3 4 , 2

a b･

1 × 1 2 × 3 5＝ － ＋ ＝( )

( ) ( )② ＝ ② ＝a a1 , 2 1 , 2

( ) ( )b b＝ － ＝ －4 , 2 2 , 1

a b･

( )＝ ＋ －1 × 4 2 × 2

0＝

( ) ( )③ ＝ ③ ＝a a1 , 3 1 , 2Ö

( ) ( )b b＝ ＝3 , 3 3 3 , 6Ö

a b･

1 × 3 3 × 3 3＝ ＋Ö Ö

12＝

．次のベクトル のなす角θを求めよ。３ a b,
つぎ かく もと

例題
れい だい

( ) ( )a b＝ ＝ －1 , 2 1 , 3,

1 × 1 2 × 3 5a b･ ＝ ＋ － ＝－( )

1 2 5a ＝ ＋ ＝Ö Ö2 2

1 3 10b ＝ ＋ － ＝Ö Ö2 2( )

5 1a b･ － －
θ＝ ＝ ＝cos

5 10 2a b Ö Ö Ö
ﾟ≦θ≦ ﾟであるから θ＝ ﾟ0 180 135

問題
もん だい

( ) ( )a b＝ ＝1 , 3 2 , 1,

3
． ＝ ＝ ･ ＝ のとき，４ a b a b1 , 3Ö ,

2
次の 値 を求めよ。
つぎ あたい もと

例題 － を求めよ。a b
れい だい もと

( ) ( )a b a b a b－ ＝ － ･ －2

a a a b b b＝ － ＋2･ ･ ･

2 2＝ － ＋a a b b2 ･

3
1 2 × 3 1＝ － ＋ ＝2 2( )Ö

2

0 1 1a b a b－ ≧ であるから － ＝ ＝Ö

問題 ＋ を求めよ。a b
もん だい もと



( ) ( ) ( ) ( )数学Ｂ ベクトルの内積 2 課題 年 組 番
ないせき か だい

． と のなす角をθとする。内積 ･ を求めよ。１ a b a b
かく ないせき もと

例題 問題
れい だい もん だい

4 3 1 2 2① ＝ ＝ ① ＝ ＝a b a b, ,Ö Ö

θ＝ ﾟ θ＝ ﾟ30 30

a b･

＝ ﾟa b cos 30

1
4 × 3 × 2 3＝ ＝Ö Ö2

2 2 2 4② ＝ ＝ ② ＝ ＝a b a b, ,Ö

θ＝ ﾟ θ＝ ﾟ45 45

a b･

＝ ﾟa b cos 45

2Ö
2 × 2 × 2＝ ＝Ö 2

2 6 4 3③ ＝ ＝ ③ ＝ ＝a b a b, , Ö

θ＝ ﾟ θ＝ ﾟ60 60

a b･

＝ ﾟa b cos 60

3Ö
2 × 6 × 3 3＝ ＝ Ö2

．次のベクトル の内積 ･ を求めよ。２ a b a b,
つぎ ない せき もと

例題 問題
れい だい もんだい

( ) ( )① ＝ ① ＝a a1 , 2 2 , 4

( ) ( )b b＝ ＝ －3 , 1 2 , 6

a b･

1 × 3 2 × 1 5＝ ＋ ＝

( ) ( )② ＝ ② ＝a a1 , 3 4 , 2

( ) ( )b b＝ － ＝ －6 , 2 1 , 2

a b･

( )＝ ＋ －1 × 6 3 × 2

0＝

( ) ( )③ ＝ ③ ＝a a3 , 3 1 , 1Ö

( ) ( )b b＝ ＝ － ＋－Ö Ö Ö3 , 1 1 3 , 1 3

a b･

3 × 3 3 × 1＝ － ＋( )Ö Ö

2 3＝ － Ö

．次のベクトル のなす角θを求めよ。３ a b,
つぎ かく もと

例題
れい だい

( ) ( )a b＝ ＝1 , 3 4 , 2,

1 × 4 3 × 2 10a b･ ＝ ＋ ＝

1 3 10a ＝ ＋ ＝Ö Ö2 2

4 2 20b ＝ ＋ ＝Ö Ö2 2

10 1a b･
θ＝ ＝ ＝cos

10 20 2a b Ö Ö Ö
ﾟ≦θ≦ ﾟであるから θ＝ ﾟ0 180 45

問題
もん だい

( ) ( )a b＝ ＝ －3 , 2 6 , 4,

1
． ＝ ＝ ･ ＝ のとき，４ a b a b1 , 2Ö ,

2
次の 値 を求めよ。
つぎ あたい もと

例題 ＋ を求めよ。a b
れい だい もと

( ) ( )a b a b a b＋ ＝ ＋ ･ ＋2

a a a b b b＝ ＋ ＋2･ ･ ･

2 2＝ ＋ ＋a a b b2 ･

1
1 2 × 2 4＝ ＋ ＋ ＝2 2( )Ö

2

0 4 2a b a b＋ ＞ であるから ＋ ＝ ＝Ö

問題 ＋ を求めよ。a b2
もん だい もと



( ) ( ) ( ) ( )数学Ｂ ベクトルの内積 3 課題 年 組 番
ないせき か だい

． と のなす角をθとする。内積 ･ を求めよ。１ a b a b
かく ないせき もと

例題 問題
れい だい もんだい

4 2 4 2① ＝ ＝ ① ＝ ＝－a b a b, ,Ö

θ＝ ﾟ θ＝ ﾟ90 90

a b･

＝ ﾟa b cos 90

0 0＝ ＝4 × 2 ×Ö

4 2 4 3② ＝ ＝ ② ＝ ＝a b a b, ,Ö

θ＝ ﾟ θ＝ ﾟ45 45

a b･

＝ ﾟa b cos 45

2Ö
4 × 2 × 4＝ ＝Ö 2

2 2 2 3③ ＝ ＝ ③ ＝ ＝a b a b, ,Ö Ö

θ＝ ﾟ θ＝ ﾟ60 60

a b･

＝ ﾟa b cos 60

3Ö
2 × 2 × 6＝ ＝Ö Ö2

．次のベクトル の内積 ･ を求めよ。２ a b a b,
つぎ ない せき もと

例題 問題
れい だい もんだい

( ) ( )① ＝ ① ＝a a2 , 1 1 , 3

( ) ( )b b＝ － ＝ －1 , 2 3 , 1

a b･

2 × 1 1 × 2 0＝ － ＋ ＝( )

( ) ( )② ＝ ② ＝a a1 , 4 1 , 3

( ) ( )b b＝ － ＝ －2 , 1 4 , 1

a b･

( )＝ ＋ －1 × 2 4 × 1

2＝ －

( ) ( )③ ＝ ③ ＝a a3 , 3 1 , 2Ö Ö

( ) ( )b b＝ ＝ －1 , 3 2 , 2Ö Ö

a b･

3 × 1 3 × 3＝ ＋Ö Ö

6＝

．次のベクトル のなす角θを求めよ。３ a b,
つぎ かく もと

( ) ( )例題 ＝ ＝ －a b4 , 2 1 , 2,
れい だい

4 × 1 2 × 2 0a b･ ＝ ＋ － ＝( )

4 2 20a ＝ ＋ ＝Ö Ö2 2

1 2 5b ＝ ＋ － ＝Ö Ö2 2( )

0a b･
cos 0θ＝ ＝ ＝

20 5a b Ö Ö
ﾟ≦θ≦ ﾟであるから θ＝ ﾟ0 180 90

( ) ( )問題 ＝ － ＝a b1 , 3 6 , 2,
もん だい

． ＝ ＝ のとき， ･ を求めよ。４ a b a b2 , 3Ö
もと

1例題 － ＝a b
れい だい

( ) ( )a b a b a b－ ＝ － ･ －2

a a a b b b－ ＋2＝ ･ ･ ･

2 2a a b b－ ＋2＝ ･

2a b a b a b･ ＝ ＋ － － ÷( )2 2 2

4 3 1 2 3＝ ＋ － ÷ ＝( )
1問題 ＋ ＝a b

もん だい



( ) ( ) ( ) ( )数学Ｂ ベクトルの内積（応用） 課題 年 組 番
ないせき おうよう か だい

．次のベクトル のなす角θを求めよ。１ a b,
つぎ かく もと

4 , 3 , 2 2 7例題 ＝ ＝ ＋ ＝a b a b Ö
れい だい

2 2
a b a b＋ ＝ ＋2 2( )

a a a b b b＝ ･ ＋ ･ ＋ ･4 4
2 2

＝ ＋ ･ ＋a a b b4 4
2 2

＝ ＋ ･ ＋4 4 4 × 3a b

2 7 28＝ ＝( )Ö 2

6よって ･ ＝－a b

6 1a b･ －
θ＝ ＝ ＝－cos 2

a b 4 × 3

ﾟ≦θ≦ ﾟであるから θ＝ ﾟ0 180 120

2 , 1 , 3 19問題① ＝ ＝ ＋ ＝a b a b Ö
もんだい

3 , 2 , 2 5問題② ＝ ＝ ＋ ＝a b a b
もんだい

． ＋ の最小値とそのときの の 値 を求めよ。2 a t b t
さいしようち あたい

2 , 1 , 2 2例題 ＝ ＝ － ＝a b a b
れい だい

2 2
a b a b－ －2 2＝ ( )

a a a b b b＝ ･ － ･ ＋ ･4 4

2 2
＝ － ･ ＋a a b b4 4

2 2＝ － ･ ＋ ＝2 4 4 × 1 2a b

1よって ･ ＝a b

2 2
a t b a t b＋ ＝ ＋( )

a a t a b t b b＝ ･ ＋ ･ ＋ ･2 2

2 2
＝ ＋ ･ ＋a t a b t b2 2

2 2
＝ ＋ ＋2 2 × 1 × 1t t2

2 4 1 3＝ ＋ ＋ ＝ ＋ ＋t t t2 ( )2

＋ は ＝－ のとき 最小値 になる。a t b t 1 Ö3
さいしようち

3 , 1 , 3 6問題 ＝ ＝ ＋ ＝a b a b Ö
もんだい



( ) ( ) ( ) ( )数学Ｂ ベクトルの内積（応用） ２ 課題 年 組 番
ないせき おうよう か だい

．次のベクトル のなす角θを求めよ。1 a b,
つぎ かく もと

3 , 2例題 ＝ ＝a b
れい だい

－ と ＋ が垂 直a b a b6
すいちよく

－ と ＋ が垂 直であるからa b a b6
すいちよく

6 0( ) ( )a b a b－ ･ ＋ ＝
2 2

a a b b＋ ･ －5 6

3 5 6 2 0＝ ＋ ･ － × ＝
2 2a b

3よって ･ ＝a b

3 1a b･
θ＝ ＝ ＝cos 2

a b 3 × 2

ﾟ≦θ≦ ﾟであるから θ＝ ﾟ0 180 60

2 , 3問題① ＝ ＝a b Ö
もんだい

－ と － が垂 直a b a b2 3 2
すいちよく

2 , 2問題② ＝ ＝a b Ö
もんだい

＋ と － が垂 直a b a b2
すいちよく

． ＋ の最小値とそのときの の 値 を求めよ。2 a t b t
さいしようち あたい

3 , 2 , 3 3例題 ＝ ＝ － ＝a b a b
れい だい

2 2
a b a b－ －3 3＝ ( )

a a a b b b＝ ･ － ･ ＋ ･6 9

2 2
＝ － ･ ＋a a b b6 9

2 2 2＝ － ･ ＋ ＝3 6 9 × 2 3a b

4よって ･ ＝a b

2 2
a t b a t b＋ ＝ ＋( )

a a t a b t b b＝ ･ ＋ ･ ＋ ･2 2

2 2
＝ ＋ ･ ＋a t a b t b2 2

2 2
＝ ＋ ＋3 2 × 4 × 2t t2

4 8 9 4 1 5＝ ＋ ＋ ＝ ＋ ＋t t t2 ( )2

＋ は ＝－ のとき 最小値 になる。a t b t 1 Ö5
さいしようち

3 , 2 , 2 5問題 ＝ ＝ － ＝a b a b
もんだい



( ) ( ) ( ) ( )数学Ｂ ベクトルの内積（応用） ３ 課題 年 組 番
ないせき おうよう か だい

＝ ＋ について答えよ。１． c a t b
こた

a b c a t b例題 ＝ ＝ ＝ ＋( ) ( )3 , 1 1 , 2,
れい だい

は実数 のとき， の最小値と の 値( )t c t
じつすう さいしようち あたい

を求めよ。そのとき， と は垂 直であるb c
もと すいちよく

ことを示せ。
しめ

( ) ( )c a t b t＝ ＋ ＝ ＋3 , 1 1 , 2

( )＝ ＋ ＋t t3 , 2 1

2 2 2
c t t＝ ＋ ＋ ＋( ) ( )3 2 1

5 10 10 5 1 5＝ ＋ ＋ ＝ ＋ ＋t t t2 2( )

は ＝－ のとき，最小値 になる。c t
2

1 5
さいしようち

は ＝－ のとき，最小値 になる。c t 1 5Ö
さいしようち

このとき， ＝ － になるからc ( )2 , 1

・ ＝ ・ － ＝ であるからb c ( ) ( )1 , 2 2 , 1 0

・ は垂 直である。b c
すいちよく

a b c a t b問題 ＝ ＝ ＝ ＋( ) ( )3 , 1 1 , 1,
もんだい

は実数 のとき， の最小値と の 値( )t c t
じつすう さいしようち あたい

を求めよ。そのとき， と は垂 直であるb c
もと すいちよく

ことを示せ。
しめ

＝ ＋ について答えよ。２． c a t b
こた

5 , 4 , 3,例題 ＝ ＝ － ＝a b a b
れい だい

＝ ＋ は実数 とするとき，c a t b t( )じつすう

と が垂 直のとき， の 値 を求めよ。c b t
すいちよく あたい もと

2
a b a b－ ＝

2 ( )－

a a a b b b＝ ･ － ･ ＋ ･2

2 2
＝ － ･ ＋a a b b2

2 2 2＝ － ･ ＋ ＝5 2 4 3a b

16よって ･ ＝a b

c b・

a t b b a b t b b＝ ＋ ・ ＝ ・ ＋ ・( )
2

＝ ・ ＋a b t b

16 16 0＝ － ＝t

1よって， ＝t

5 , 3 , 4,問題 ＝ ＝ － ＝a b a b
もんだい

＝ ＋ は実数 とするとき，c a t b t( )じつすう

と が垂 直のとき， の 値 を求めよ。c b t
すいちよく あたい もと


