
数学Ⅱ 不等式の証 明 演 習 ( )年 ( )組 ( )番 ( )
ふ と う し き し ょ うめ い え ん しゅ う

不等式の証明方法
ふ と う し き しょ う め いほ う ほ う

①左辺－右辺を計 算する (不等式の基本的性質 )
さ へ ん う へ ん け い さ ん ふ とう し き き ほ んて き せ いし つ

②実数 a に対して a2
≧ 0 (絶対不等式 )

ぜ っ たい ふ と うし き

③ A＞0, B＞0なら，A≧B⇔ A2
≧B2 (平 方による比較 )

へ い ほう ひ か く

④ (a ＋ b)÷ 2 ＞Öa b (相 加･相 乗 平 均 )
そ う か そ うじ ょ うへ い き ん

１．次の不等式を証 明せよ。
つぎ ふ と う し き し ょ うめ い

(1) a＞c かつ b＞d のとき， a b ＋ c d＞ a d＋ b c

(左辺 )－(右辺)＝ ( ＋ )－ ( ＋ )
さ へ ん う へ ん

＝ ＋ － －

＝ a ( － )－ c ( － )

＝ ( － ) ( － )

a － c ＞ 0 かつ b － d ＞ 0 であるから

(左辺)－ (右辺)＝ ( － ) ( － )＞ 0
さ へ ん う へ ん

よって，a b ＋ c d ＞ a d ＋ b c

(2) (a ＋ 1)2
≧ 4 a

(左辺)－ (右辺 )＝ ＝(a )2
≧ 0

さ へ ん う へ ん

よって，(a ＋ 1)2
≧ 4 a

(3) x2
＋ 2 y2

≧ 2 x y

(左辺 )－(右辺)＝
さ へ ん う へ ん

＝ (x－ )2
＋

よって，

等号は
と うご う

(4) x2
＋ y2
－ 2 x ＋ 4 y ＋ 5 ≧ 0

(左辺 )＝(x )2
＋ (y )2

さ へ ん

(5) x2
＋ y2
≧ xy

(左辺 )－(右辺)＝
さ へ ん う へ ん

＝(x － y)
2
＋ y2

≧ 0

(4) a ≧ b ≧ 0 のとき，Öa －Öb ≦ Öa＋b

両 辺とも負ではないから，2 乗 した不等式で示す。
り ょ うへ ん ふ じ ょう ふ と う し き しめ

(Öa －Öb )2
≦ (Öa＋b )2

(左辺 )－(右辺)＝ ( － Ö ＋ )－ ( ＋ )さ へ ん う へ ん

＝ Ö ≦ 0

よって， (Öa －Öb )2
≦ (Öa＋b )2

ゆえに，Öa －Öb ≦ Öa＋b

絶対値の性質
ぜ っ た い ち せ い し つ

a ・・・a≧ 0 のとき
① | a | ＝{－a ・・・a＜ 0 のとき
② | a | ≧ 0 , | ab | ≧ ab

③ | a |2
＝ a2

２．次の絶対値を使った不等式を証 明せよ。
つ ぎ ぜ っ た い ち つか ふ と う し き しょ う めい

(1) ｜a｜＋｜b｜≧｜a＋b｜

両 辺とも負ではないから， 2 乗 した不等式で示す。
りょ う へ ん ふ じょ う ふ と う し き し め

( ｜a｜＋｜b｜ )2
≧｜a＋b｜

2

(左辺)－ (右辺 )＝ (｜a｜＋｜b｜)2
－｜a＋b｜

2さ へ ん う へ ん

となり，｜a｜＋｜b｜≧｜a＋b｜が成り立つ。
な た

(2) ｜a｜－｜b｜≦｜a－b｜

(1)より ｜ ｜≦｜ ｜＋｜ ｜

ここで， a の代わりに a － bを代 入する。
か だ い にゅ う

｜ ｜≦｜ ｜＋｜ ｜

３． a ＞0, b ＞0, c ＞0, d＞0 のとき，次の不等式を証 明せよ。
つぎ ふ と う し き し ょ う めい

4
(1) a ＋ ≧ 4

a

9
(2) a ＋ ≧ 6

a

(3) (a＋b) (c＋d)≧ 4 Öa b c d

(左辺)＝ ( ＋ ) ( ＋ )≧ Ö × Ö
さ へ ん

＝ Ö

よって， a＋b＋c＋d≧ 4 Öa b c d

1 1(4) (a＋b)( + ) ≧ 4
a b

b a(左辺)－ (右辺 )＝ ＋ － ≧ Ö －2＝0
さ へ ん う へ ん

a b

よって


